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Предислов!е переводчика. 


„Начала Натуральной Философ“ Ньютона составляютъ незыб- 
лемое основае Механики, Теоретической Астрономи и Физики. Ла- 
гранжъ назвалъ это сочинен!е „величайшимъ изъ произведен!й челов*- 
ческаго ума“, поэтому само собою ясна та польза, которую всяый можеть 
извлечь изъ изучен1я этого произведешя. 

Сочинеше Ньютона при жизни автора было издано три раза: въ 
1686, 1713 и 1725 г. ЗатЪмъ было еще пять или шесть издавй на 
латинскомь языкЪ: Послфднее изъ этихъ латинскихь издавй исполнено 
въ Глазгоу въ 1871 г. попечешемъ В. Томсона (Лордъ Кэльвинъ) и 
Г. Блакбурна. 

ВеБ эти латинсвля издан!я составляютъ теперь своего рода р®дкость, 
вмЪстВ съ тёмъ принятое въ нихъ старинное начертаве формулъ и ста- 
ринный математичесвй языкъ вносятъ для теперешнаго читателя лишнюю 
трудность въ изученйе сочиненя Ньютона. 

На англйсвй азыкъ „Начала“ переведены, можно сказать, съ под- 
строчною точностью Моттомъ и изданы въ 1727 году; кром$ того 
имфется ихъ французсый переводъ, исполненный Маркизою Дюшателе 
съ примфчанями Клэро, изданный въ 1759 году, и, наконецъ, нЪмец- 
ый переводъ Вольферса, изданный въ 1871 г. 

Уже по времени издан!я видно, что англйсвый и французсвй пере- 
воды также ‹составляютъ р$дкость. Переводъ Вольферса мЪетами нето- 
ченъ, причемъ замфтно, что переводчикъ не ясно понималь мысль автора, 
къ тому же нримфчан!я, которыми онъ свой переводъ снабдилъ, также 
мЪстами ошибочны. 

Латинсый языкъ недоступенъ ббльшей части слушателей нашей 
Николаевской Морской Академи, поэтому, чтобы облегчить имъ возмож- 
ность ознакомлен1я съ первоисточникомъ многихъ изъ сообщаемыхь имъ 
знай и чтобы, при упоминани имени Ньютона, желаюцйе могли 


найти и подлинныя его слова, доказательства и разсужденйя, относяптяся 
ЕЪ данному вопросу, я рёшилъ исполнить руссвй переводъ Ньютоновыхъ 
„Началь Натуральной Философи“. Я придерживался латинскаго текста 
изданя 1871 тода и, переведя его сперва почти подстрочно, неодно- 
кратно перечитывалъ и исправлялъ этотъ переводъ такъ, чтобы при точ- 
номъ сохранен и не только смысла подлинника, но и самыхъь словъ 
автора, достигнуть правильности и гладкости русскаго языка и избЪгнуть 
употреблен1я латинскихъ словъ вродЪ: импульсъ, эффектъ, фактъ ит. п., 
которыя отъ написанйя ихъ русекими буквами не становятся русскими. 
ЗатЪмъ, для еще болфе тщательной чистки я этотъ переводъ вновь пере- 
писалъ самъ для подготовки его къ печати. 

Ньютонъ почти вс свои разсужденя и доказательства ведеть гео- 
метрически, изъ словъ его предисловя къ первому изданю видно какое 
| значенше онъ придаваль точности чертежа. Въ издани Томеона и Блак- 
бурна эта точность соблюдена, я постарался ее соблюсти и въ руескомъ 
переводЪ, для этого я перечертиль веф чертежи тушью въ удвоенномъ 
масштабЪ,. а нФкоторые пересоставилъ самъ вновь, строго сл$дя За пол- 
нымъ ихъ соотвтстнемъ тексту. Съ этихъ мною самимъ исполненныхъ 
чертежей изготовлены фотоцинкографей уменьшенныя вдвое клише. 

Отдфльныя мЪста текста по сжатости изложения или особенностямъ 
бывшихъ въ то время матемалическихь премовъ требовали н%®которыхъ 
пояснен!й и толкованйй, всЪ эти толкован1я помфщены при самомъ тексть 
въ прим$чаняхъ, подобно тому, какъ въ латинскомъ трехтомномъ издави 
00. 1езуитовь Лесёра и Жакье 1760 года. Лишь примфчане къ 
ХУ! предложеню въ виду его значительнаго объема отнесено къ концу 
первой книги. 

ТЪ м$ста подлинника, которыя ‘въ силу особенностей латинскаго 
языка допускали разное толковане, приведены въ примфчашяхъ и по-ла- 
тыни, причемъ я поясняю причины, заставивиия меня ‘остановиться на 
томъ или иномъ ихъ толкован!и. 

Его’ “Иревосходительство Начальникь и Конференщя Академи при- 
знали, что. `помфщене русскаго перевода „Ньютоновыхь Началь“ въ 

„Иввфомяхь. ‚Николаевской Морской Академи“ соотвфтствуеть цфли этого 
издашя, ‘и я считаю своимъ долгомъ принести Его Превосходительству 
Г. И. Шульгину и Конференщи Академи глубокую благодарность за ока- 


зываемое моему труду дов ле. 
А. Крыловъ. 


Флота, Генералъ-Лейтенанть, заслуженный 
профессоръь Николаевской Морской Академи. 


Ие. Ньютонъ. 


х 
Математическя начала натуральной философии. 


Предислове автора къ первому издан1ю. 


_Такъ.какъ древе, по словамъ Паппуса, придавали большое значеше 
Механик при изучеи природы, то и новфйпие авторы, отбросивъ суб- 


`станщи и скрытыя свойства, стараются подчинить явлен!я природы зако- 


намъ математики. 

Въ этомъ сочинени имфется въ виду тщательное развит!е приложенй 
математики къ физикЪ '). 

Древые разсматривали Механику двояко: какъ рашональную (умозри- 
тельную), развиваемую точными доказательствами и какъ практическую. 
Еъ практической механикЪ относятся всЪ ремесла и производства, именуе- 
мыя. механическими, отъ которыхъ получила’ свое назван!е и самая 
Механика. 

Такъ какъ въ работЪ ремесленники довольствуются лишь малой сте- 
пенью точности, то образовалось мнфн!е, что Механика т$мъ и отличается 
отъ Геометр!и, что все вполнз точное принадлежить къ Геометр!т, менъе 
точное относится къ МеханикЪ. Но погрёшности заключаются не зъ самомъ 


> 


ремеслЪ или искусствЪ, а принадлежать исполнителю работы: — кто рабо-‘ 


‚ таетъ еъ меньшею точностью, тотъ-—худпий механикъ, и если бы кто-ни- 


т) При современной терминоломи заглаве сочиненя Ньютона: «РЫ!- 
105орШае Мага! Рипсла МафетаНса» наиболфе точно передается сло- 
вами «Математическая основат!я физики». Терминъ «Натуральная или есте- 
ственная философ1я» — Мага! РЬЙозорБу удержался и до сихъ поръ въ 
англйской литератур, такъ, напр., озаглавлено знаменитое сочиневе 
В. Томсона и Тэта.. 


«ИзвЪст1я» Ник. Морской Академ. 


а 
— 


р 

будь смогь исполнять работу съ совершеннфйшею точностью, тотъ и 
былъ бы наилучшимъ изъ всЪфхъ механиковъ. 

| Однако самое проведене прямыхь лин и круговъ, служащее осно- 

ванемъ Геометри, въ сущности относится къ Механик. Геометря не учитъ 


` тому какз проводить эти линш, но предполагаетъ (постулируетъ) выпол- 


нимость этихъ построенй. Предполагается также, что приступающй къ 
изученю Геометр1и уже ранфе научился точно чертить круги и прямыя 
лини; въ Геометр1и показывается лишь какимъ образомъ при помощи про- 
веденя этихъ лин рфшаются разные вопросы и задачи. Само по себБ 
черчене прямой и круга составляютъ также задачу, но только не геоме- 
трическую. Р%Ьшене этой задачи заимствуется, изъ Механики, Геометр1я 
учить лишь пользованшю этими рфшенями. Геометря зато и прославляется, 


| что заиметвовавъ извнЪ$ столь мало основныхъ положений, она столь 
‘многаго достигаетъ. ] 


Итакъ, Геометря основывается на механической практик и есть 
не что иное, какъ та часть общей механики, въ которой излагается и до- 
казывается искусство точнаго изм5реня. Но такъ какъ въ ремеслахъ и 
производствахъ приходится по большей части имфть дфло съ движенемъ 
тЪлъ, то обыкновенно все касающееся лишь величины относится къ Гео- 


'метри, все же касающееся движен1я—къ МеханикЪ. 


(Въ этомъ смысл рашональная Механика есть учеше о движен!яхъ, 
производимыхъ какими бы то ни было силами, и о силахъ, требуемыхъ 
для производства какихъ бы то ни было движевй, точно изложенное и 
доказанное. 

Древними эта часть Механики была разработана лишь въ видЪ уче- 
я о пяти машинахъ *°) примфняемыхъ въ ремеслахъ, приэтомъ даже тя- 


2) Слова: «Рагз Баес теспапсае а у@епЬиз ш роет Из аштаие аа 
ацез тапиа!ез зребапйНБи$ ехсиНа ай, ди этауНает (сит роепна тапиае$ 
поп $!) мх аШег ацат Ш ропаейЬиз рег рофепз Шаз тоуепа1$ сопзаега- 
гип>  предетавляютъ для перевода ту трудность, что здЪеь слово «роепна» 
употреблено въ двухъ разныхъ смыслахъ, изъ которыхъ одинъ уже болфе 
не употребляется. Сохранивпийся емыслъ слова роепца есть сила, мощ- 
ность и лишь этотъ смысль и сохраненъ за этимъ словомъ въ перевод 
\М/оНегз’а, гдЪ поставлено слово «Кга#» или Маркизы Пи Свавёеб гдЪ 
поставлено слово «ршззапсе», и фраза Ньютона становится совершенно ^ 
непонятной. Между т$мъ во времена Ньютона слово рофепНа употреблялось 
и какъ равносильное слову «тастпа»—машина. Такъ, напр., въ Механик® 
\!"аШз’а, изданной въ 1671 году (Орега отта У. Гр. 969) товорится: 
«т ахе сит регигосМо ее созпай$ ро{епЕЙз ашфиз веа4ет езё гаНо... въ 
заголовк$ же: «4е ахе ш регигосо еЁ тасБт!$ созпа#$», или далБе: «5 0епё 
ащет р!ейаие отпез тесвапсогат’ зсирюгез «ро{епйат» Вапс аа Уемет 
гедасеге. Въ текстЪ самихъ Рипор!а въ слЪдетви 9-омъ законовъ Ньютонъ 
употребляеть слова: роёеп$ тесвап!с!$ какъ равносильное «тасВ!т!$ те- 
СВап!с!5» чтобы избЪжать частаго повторенйя слова. «тасЫта». 

Основныя машины, разсматривавиияся древними авторами, суть: 


‘уесНз—рычагъ, ах!з ш регигосю—воротъ, {госШеа зеи ройзразвиз—блокъ, 


с 
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зкесть (такъ какъ это не есть усише, производимое руками) разсматрива- 
лась ими не какъ.сила, а лишь какъ грузы, движимые сказанными ма- 
тинами. Мы же, разсуждая не о ремеслахъ, а объ учеши о природЪ и сл- 
довательно не объ усищяхъ, производимыхъ руками, а о силахъ природы, | 
будемъ главнымъ образомъ заниматься тфмъ, что относится къ тяжести, , 
легкости. силЪ упругости, сопротивлению жидкостей и къ тому подобнымъ' 
' притягательнымъ или напирающимъ силамъ. Поэтому и сочинене это 
нами предлатается какъ математическая основатя физики. Вся трудность 
физики, какъ будетъ видно, и состоитъ въ томъ, чтобы по явлеямъ Дви- || 
женя распознать силы природы, а затмъ по этимъ силамъ изъяенить| 
остальныя явлен!я. Для этой цфли предназначены обийя предложен!я, изло- } 
женныя въ книгахъ первой и второй. Въ третьей же книгф мы даемъ 
прим$ръь вышеупомянутатго приложеня, объясняя систему ма, ибо здЪсь 
изъ небесныхъ явленй, при помощи предложенйй, доказанныхъ въ преды- 
дущихъ книгахъ, математически выводятся силы тягот$н!я тЪлъ къ солнцу 
и отдфльнымъ планетамъ. Затмъ по этимъ силамъ также при помощи 
математическихъ предложен выводятся , движен!я планетъ, кометъ, луны 
и моря. Было бы желательно вывести изъ началъ механики и остальныя 
явлешя природы разсуждая подобнымъ же образомъ, ибо многое заставляеть 
меня предполагать, что всЪ эти явленйя обусловливаются нЪкоторыми си-! 
лами, съ которыми частицы тфлъ, велфдотве причинъ, покуда неизвЪет- 
ныхъ, или стремятся друтъ къ другу и сцфпляются въ правильныя фи-| 
гуры, или же взаимно отталкиваются и ‘удаляются другь отъ друга. Такъ !\ 
какъ эти силы неизвестны, то до сихъ поръ попытки философовъ объяе- 
нить явленя природы и оставались безплодными. Я надфюсь, однако, что 
или этому способу разсужден!я, или другому бол5е правильному изложен- 
ныя здфсь основан!1я доставятъ нфкоторое освзщене: у 

При издати‘ этого сочинен!1я оказалъ содЪйстве остроумнЪйпий и во 
всфхъ областяхъ науки ученЪйц!й мужь 9дмуидь Галлей, который не 
только правиль типографсюя корректуры и озаботился изготовлещемъ ри- 


сосШеа — винтъ, сипеиз — клинъ. Эти-то пять машинъ и подразум5валь 
Ньютонъ, говоря о «роеп $ датаче». 

Въ ангийскомъ перевод МоНе’а слово ро{епНа вездЪ переведено сло- 
“ВОМЪ «ро\мег», причемъ это англЙское слово имфло тоже двойственное 
значеше, какъ то видно, напр., по сл5дующей выпискЪ изъ гл. Ш Мааяип. 
Ап Ассоипё оп Эш ваас Ме\мюп’з РЬПозорЫса! П015соуемез: «№ 15 95Ип- 
сшзпеяа Бу 5 1. Мемюп шо ртгасйса] апа тайопа тесваг!с$; те югтег 
{геа{$ оЁ №е элесйамлса? розретз у17: Пе 1еъег, 1е ал ап@ ифее Ве риПеу, 
фе гредде апа е зсгех 10 \мЫсВ те жейпей рап 15 №0 Бе а@4е4 ап@ о! 
Бег уамоиз сот паЧопз 4озетег. Ва#опа! Месвап!с$ сотргевепа$ Ве мВое 
4Веогу оЁ тоНоп апа эВе\уз мВеп Фе рошегз ог [отсез аге э1уеп Бом $0 4е- 
{египе Фе тоНоп ФаЁ аге ргодисед Бу тет»... «т {тасте йе ро\уегз Ша 
орегае шт пааге #от е рНепотепа \ме`ргосееа Бу апа1уз!$ ап@ Чедист 


Фе рвепотепа Нош Фе ро\егз ог самзез Баё ргодисе ет ме ргосееа Бу 
зупе$1з». 
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сунковъ, но даже по его лишь настоян!ямъ я приступилъь и къ самому 
издано. Получивъ отъ меня доказательства вида орбитъ небесвыхъ тЪлъ, 
онъ непрестанно настаивалъ, чтобы я сообщилъ ихъ Королевскому Обще- 
ству, которое затБмъ своимъ благосклоннымъ внимашемъ и заботливостью 
заставило меня подумать о выпускЪ ихъ въ свЪтъ. Посл того я занялся 
изсл5доваемъ неравенствъ движен!я луны, зат$мъ я попробовалъ сд$лаль 
друг1я приложеня, относяппяся: къ законамъ и изм5реншю силъь тяготЪ ея 
и другихъ, къ изслфдованию вида путей описываемыхъ тфлами подъ дЪй- 
стемъ притяжен1я сл5дующаго какому-либо закону, къ движению многихъ 
тфль другь относительно друга, къ движенпо тфлъ въ. сопротивляющейся 
средф, къ силамъ, плотностямъ и движенямъ среды, къ изслЪдован!ю 
орбитъ кометь и къ тому подобнымъ вопросамъ; вслфдстве этого я отло- 
жилъ издан!е до другого времени, чтобы все это обработать и выдать въ 
свфть совместно. 

Все относящееся къ движеню луны (какъ не совершенное) сведено 
въ. слфлотяхъ предложеня 66-го, чтобы не прибфгать къ отдфльнымъ 
доказательствамъ и къ сложнымъ методамъ несоотвфтствующимъ важности 
предмета, а также чтобы не прерывать ‘послЗдовательности прочихъ пред- 
ложенй. Кое-что найденное мною впослфдетыи я предпочелъь вставить, 
можеть быть и въ менфе подходящихъ м$стахъ, нежели измЪфнять нуме- 
‚рацио предложешй и ссылокъ. Я усерднфйше прошу о томъ, чтобы все 
\здБеь изложенное читалось съ благосклонностью и чтобы педостатки въ 
\столь трудномъ предметЪ не осуждались бы, а пополнялись новыми тру- 


дами и изслфдован1ями читателей. 
Ис. Ныотонъ. 
‚Дано въ КэмбриджЪ 
въ Коллеги Св, Троицы 
. 8-го мая 6 г. 
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Предислове автора ко второму издан!ю. 


Въ этомъ второмъ издати «Началь» сдфлано много: отдфЛЬНыхЬ 
исправлей и нЪкоторыя добавлен1я. 'Гакъ, во второмъ отдфлф первой 
книги опредфлене силъ, подъ дЪйстемъ которыхъ тфла описываютъ за- 
данныя орбиты, изложено болЪе просто и полно. Въ отдфлВ четвертомъ 
второй книги сопротивлене жидкостей изслфдуется боле точно и теор1я 
его подтверждается новыми опытами. Въ третьей книг теомя луны и 
предварее равноденствй выводятся боле полно изъ ихь началъ, и теор1я 
кометъ подтверждается примфрами ббльитато числа и болБе точно вычислен- 


ныхъ орбитъ. 
% Ив. Ныотоиз. 
Дано въ Лондон : 
28-го марта, 1713 г. 


Предислове издателя ко второму издан!ю. 


Ньютоновой философли новое, столь давно желанное издане, теперь 
во многомъ исправленное и дополненное, предъявляемъ тебЪ, благосклон- 
ный читатель. ГлавнЪйшее содержан1е этого знаменитЪйшаго сочинетя ты 
можешь усмотр$ть въ приложенныхъ оглавлен!яхъ, о добавлевяхъ же и 
изм$неняхъ тебЪ указано въ предислови автора. Остается лишь кое-что 
присовокупить относительно самато метода этой философли. 

Пытавшихся излагать физику можно вообще отнести къ тремъ ка- \ 
тегорлямъ. Прежде всего выдфляются приписывавице разнаго рода предме- 


тамъ спещальныя скрытыя Качества, отъ которыхъ неизвЪетно. | 


образомъ по ихъ мнЪн!о и должно было происходить взаимодЪйстве отдфль- 
ныхъ тЪлъ. Въ этомъ заключалась сущность схоластическихъ учевй, бе- 
рущихъ свое начало отъ Аристотеля и Перитситетиковз. Они утверждали, 
что отдфльныя дЪйствя тфлъ происходятъ вслфдстве особенностей самой | 
ихъ природы, въ чемъ же эти особенности состоятъ, тому они не учатъ, 
слЪдовательно, въ сущности, они ничему не учатъ. Такимъ образомъ все 
сводилось къ наименованю отдЪльныхь предметовъ, а не къ самой сущ-\ 
ности дфла и можно сказать, что ими созданъ философскй языкъ, а не 
самая философля. 

Друше, отбросивъ напрасное натроможден!е словъ, надфялись съ боль- 
ею пользою затратить свой трудъ. Они утверждали, что все вещество 
во вселенной однородно и что все разлище видовъ, замфчаемое въ т5- | 
лахъ, происходить отъ н®которыхъ простЪйшихъ и доступныхъ пониманю 
.евойствь частицъ, составляющихь тфла. Восходя, такимъ образомъ, отъ 
боле простого къ боле сложному, они были бы правы, если бы они на 
самомъ дфлЪ приписали этимъ первичнымъ чаетицамъ лишь т% самыя 
<войства, которыми ихъ одарила природа, а не кавя-либо иныя. Но на 
ДЪЛЪ они предоставляютъ себф право допускать кажя имъ вздумается не- 
вЪфломые виды и величины частицъ, неопредЪленныя ихъ расположеня и 
движен!я, а также измышлять разлачныя неощутимыя жидкости, свободно 
проникаюция черезъ .поры тфль и обладаюния Вот тонкостью и 
скрытыми движеншями. .: : 

Такимъ образомъ они предаются фантазямъ, пренебрегая истинною 
<ущносбтью вещей, которая конечно не можетъ быть изыскана обманчи- 
выми предположен!ями, когда ‘ее едва удается изелфдовать при помощи 
точнфйшихъ наблюденй. Заимствующе основан!я своихъ разсужденй изъ 
типотезъ, даже если бы все дальнзИйшее было ими развито точнёйшимъ 
образомъ на основав! законовъ механики, создали бы весьма изящную 
и красивую басню, но все же. лишь басню. 

Остается третья категоря — это т, кто является послфдователями 


экспериментальной философли (т.-е. экепериментальнаго метода при изелф- 
девани явленй природы). Они также стремятся вывести причины всего. 
сущаго изъ возможно простыхъ началъ, но они ничего не принимаютъ за 

начало, какъ только то, что подтверждается совершающимися явлешями. 
Они не измышляютъ тгипотезь и не вводять ихъ въ физику иначе какъ 

въ видЪ предположенй, коихъ справедливость подлежитъ изслфдован!ю- 

Такимъ образомъ они пользуются двумя методами: аналитическимъ и син- 

| тетическимъ. Силы природы и простёйше законы ихъ дЪйствя они вы- 
|водятъ аналитически изъ какихъ-либо избранныхъ явленй и зат$мъ син- 

тетически получаютъ законы остальныхъ явленй. Вотъ этотъ-то самый. 
лучпий способъ изелФдовавя природы и принять преимущественно передъ. 

прочими нашимъ знаменитйшимъ авторомъ. Лишь къ этому методу онъ 

счелъ достойнымъ приложить свои труды для его усовершенствованя и 

развитя. Онъ же далъ и знаменитЪйпий примфръ приложен!я этого метода, 

вывеля счастлив5йшимъ образомъ ‘изъяснене системы мфа изъ теория 

тяготфня. Уже и другими предполагалось или подозр$валось существоваее 

тяготфн1я какъ общато свойства, тфлъ, но лишь онъ первый и одинъ изъ 

во$хъ смогъ доказать его существоване на основанши совершающихея 

явленй и положить въ основу для самыхъ возвышенныхъ изысканйй. 

Мн$ конечно изв$стны лица съ видными именами, которыя, страдая 
нЪ®которыми предразсудками, неохотно соглашаются съ этимъ новымъ на- 
чаломъ и нев$домому отдаютъ предпочтене передъ твердо установленнымъ. 
Я не имфю въ виду вредить ихъ славЪ, а хочу лишь все изложить вкратц$, 
чтобы ты самъ, благосклонный читатель, могъ себЪ составить справедли- 
вое суждеше объ этомъ дфлЪ. 

“Чтобы начать разсужден!е съ простфйшато и доступнЪйшаго, раз- 
смотримъ въ общимь чертахъ какова природа силы. тяжести на землЪ, 
чтобы затмъ съ большею увренностью перейти къ тфламъ небеснымъ, 
столь далеко отъ насъ отстоящимъ. Вс философы согласны съ т$мъ, что 
всЪ земныя т%ла-тягот ють къ землЪ. Уже давно подтверждено много- 
численными опытами, что не существуеть истинно легкихъ тфль. То, что. 
обычно называется легкостью, не есть истинная легкость, а лишь отно- 
сительная, кажущаяся, происходящая отъ преобладающей тяжести т$ль 
окружающихъ. 

ДалЪе, а. тфла тяготфютъ къ землЪ, то и земля рав- 
нымъ образомъ тяготфетъ ко вс$мъ тёламъ. Что тятотфве между 
землею и тфлами есть дЪйстые взаимное и соотв тетвенно равное, обнару- 
живается слфдующимъ разсужденемъ. Вообразимъ; что весь объемъ земли 
подраздЪленъ на двЪ каюя бы то ни было части, равныя или неравныя 
между собою, тогда, если бы ихъ тяготфн!я другъ къ другу не были бы 
между собою равны, то меньшее уступило бы ббльшему и по соединения 
частей онф стали бы двигаться по прямой лини, уходя въ безконечность, 
въ ту сторону, куда направлено ббльшее усише, что совершенно противо- 
рёчитъ опыту. Такимъ образомъ тяготфЕя частей другь къ другу взаимно. 


В 


уравнов$шиваются, т.-е. д йств1я тяготЪн1я взаимны и между собою 
равны. 

ВЪса тЪлъ, равноотстоящихъ отъ центра земли, относятся 
между собою какъ количества матер1и или массы тфлъ. Объ этомъ 
заключаютъ по равенству ускореня всхъ падающихь подъ дЪйстнемъ 
вЪса тфлъ, ибо силы, сообщающая неравнымъ массамъ равныя’  ускоретя, 
должны быть пропорщональны маесамъ, приводимымъ въ движее. Равен- 
ство же ускорейй всЪхъ падающихъ тЪль слфдуеть изъ того, что въ 
Бойлевой пустотЪ, т.-е. когда сопротивлене воздуха устранено, вс падаю- 
пя тфла проходятъ въ равныя времена равныя пространства. и же 
точно это подтверждается опытами надъ маятниками. 

Притягательныя силы т%лъ при равныхъ разстоян1яхъ про- 
порц!ональны массамъ т$лъ. Въ самомъ дЪлЪ, какъ тБла землею, такъ 
обратно и земля тфлами притягиваются съ равными усилями, т.-е, вЪеъ 
земли на каждомъ изъ этихъ тфль въ отдЪльности, иначе та сила, съ ко- 
торою земля притягивается этимъ тЪломъ, равенъ вфеу самого этого тфла 
на землЪ, этоть же вЪ$съ пропорцюналенъ массЪ тфла, сл$довательно, и та 


сила, съ которою каждое отдфльное тЪло притягиваетъ землю, иначе, абсо- 


лютная притягательная сила тфла пропорцюнальна его масеЪ. 


Отсюда слЪдуетъ, что притягательная сила всего тфла происходить. 


и слагается изъ притягательныхъ силъ его частицъ, и когда увеличи- 
вается‘ или уменьшается количество вещества, то въ той же пропорщи 
надлежитъ увеличивать или уменьшать и его притягательную способность. 
Итакъ, дЪйстые земли должно разсматривать какъ состоящее изъ дЪйстий 
отдфльныхь частиць ея, слфдовательно, и во земныя т$ла взаимно 


притягиваются съ абсолютными силами, пропорц1ональными| 


масс притягивающаго тЪла. Такова природа силы тяжести на землЪ, 
раземотримъ, какова она въ небесномъ пространств%. 

Всфми философами признается какъ обний законъ природы, что вся- 
кое т$ло удерживаетъ свое состояне покоя или равномрнаго и прямоли- 
нейнаго движен1я пока оно не будетъ вынуждено приложенными ®ъ нему 
силами измфнить это состояве. Отсюда непосредственно слФдуетъ, что 
тфла, движупйяся по кривымъ ливямъ, т.-е. такъ, что они непрерывно 
уклоняются оть прямолинейныхъ касательныхъ къ своимъ орбитамъ, по- 


буждаются совершать свой криволинейный путь’ какою-либо постоянно \ 


дЪъйствующей силою. Такъ какъ планеты обращаются по орбитамъ криво- 
линейнымъ, то необходимо существование нЪкоторой силы, повторными дЪй- 
ствами которой онф непрестанно уклоняются отъ касательныхъ. 

Но признане этого равносильно признанио и того, что отсюда выво- 
дится математическими разсужденями и что точнфйшимъ образомъ дока- 
зываетея, а именно: всякое тфло, движущееся по какой-либо лежащей въ 


. 


плоскости кривой такъ, что радусомъ, проводимымъ къ точкЪ, находя-. 


шейся въ покоз или движущейся какъ бы то ни было, описываются пло-. 
щади, пропорщональныя временамъ, находится подъ дБйствемъ силы, ‘на- 


ыы 


правленной къ сказанной точк$. Астрономами установлено, что главныя 
планеты около солнца, спутники же около своихъ главныхъ описывають 
площади, пропорщональныя временамъ, изъ этого слфдуетъ, что та сила, 
которая ихъ уклоняетъ отъ прямолинейныхъ касательныхь и вынуждаеть 
описывать криволинейныя орбиты, направлена къ тому тфлу, которое на- 
ходится въ центр орбиты. Этой сил можетъ быть придаваемов подходя- 
щее наименован!е:—по отношею къ движущемуся тЪлу ее можно назвать 
центростремительной, по отношеню къ центральному тфлу притягатель- 
ной, независимо отъ того, какой бы причин ея происхождеве ни припи- 
вывалось. 

ЗатБмъ необходимо признать также, какъ доказанное математически, 
что если н$сколько тфлъ обращается равномфрно по концентрическимъ 
кругамъ и квадраты временъ обращен!я пропорцональны кубамъ разстоя- 

\ И этихъ тёлъ отъ общато центра орбитъ, то центростремительныя силы 
обратно пропорщюональны квадратамъ разстоянйй. 

ДалЪе, если тфла обращаются по орбитамъ лишь близкимъ къ кру- 
товымъ и вершины (апсиды) орбитъ неподвижны, то опять-таки центро- 
стремительныя силы обратно `пропорцюнальны квадратамъ разстоянй. Ве 
астрономы согласны между собою въ томъ, что оба эти свойства имфютъ 
м$ето для всфхъ планетъ. 

Такимъ образомъ — центростремительныя силы для всфхъ планетъ 
обратно пропоршональны квадратамъ разстояв!й до центровъ орбитъ. Если 
кто возразитъ, что для планетъ, въ особенности же для луны, апсиды не 
находятся вполнз въ покоф, но медленно перемфщаются, то можно отв%- 
тить, что если принять это медленное перемфщене во вниман!е, то окажется; 
что центростремительная сила дЪйствительно отступаетъ отъ обратной про- 
порцщюнальности второй степени разстоянй. Это отступлене можетъ быть 
найдено математически. и окажется весьма незначительнымъ. Такъ даже 
для луны, для которой оно наибольшее, оно едва повышаетъ вторую сте- 
пень, пропорщюнальность силы къ которой въ шестьдесять разъ ближе 
нежели къ третьей. Но боле правиленъ другой отвЪтъ, именно: что пере- 
м5щен!е апсидъ происходитъ не отъ отступлен1я силы оть обратной про- 
порцональности второй степени разстояня, а отъ разнаго рода иныхь 
причинъ, что и устанавливается превосходнфйшимъ образомъ въ этомъ 
сочиненши. Слфдовательно, центроетремительныя силы, которыми главныя 
планеты притягиваются къ солнцу, а спутники къ своимъ тлавнымъ въ 
точности обратно пропорщюнальны квадратамъ разстоянй. : Г 

Итакъ, въ сказанномъ до сихъ поръ установлено, что планеты удер- !. 
живаются на своихъ орбитахъ н$которою силою, на каждую изъ нихъ по- ( 
стоянно дЪйствующею, что эта сила направлена къ центру орбиты, что 
ея напряжене возрастаеть при приближен къ центру и убываеть при 

Зудален!и отъ него, и что это возраставе происходить въ той пропорщи, 

въ какой убываетъ квадрать разстоящя, и убывате силы — въ той про- } 

‘порщи, въ какой квадратъ разстоян!я растетъ. Посмотримъ же теперь, 
— 
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дфлая сравнете между центростремительными силами планетъ и силою 
тяжести, одного ли онф рода или нфтъ. Эти силы будутъ одного’ рода, 
если обладаютъ одинаковыми свойствами и слфдуютъ т$мъ же самымъ 
законамъ. Разсмотримъ прежде всего центростремительную силу лувы, ко- 
торая есть ближайшее къ намъ небесное т$ло. 
Прямолинейныя пространства, проходимыя тфлами, пущенными изъ 
состояня покоя, въ течен1е заданнаго промежутка времени подъ дЪйстнемъ 
какихъ бы то ни было силъ, пропорщональны этимъ силамъ, — это ел$- 
дуеть изъ математическихъ разсужденй. Такимъ образомъ центростреми- 
тельная сила луны, обращающейся по своей орбит, будетъ такъ отно- 
ситься къ силф тяжести на поверхности земли, какъ пространство, прохо- 
димое въ течене весьма малаго промежутка времени луною, подъ дЪй- 
стыемъ центростремительной силы при ея паденшм по направлению къ 
землЪ, вообразивъ, что она лишена кругового движеня, относится къ про- 
странству; проходимому въ течене того же малаго промежутка времени 
тяжелымъ тфломъ, падающимъ близь поверхности земли подъ дЪйстнемъ 
‘своего вЪ%са. Первое изъ этихъ пространствъ равно синусъ-верзусу дуги, 
описанной луною за разсматриваемый промежутокъ времени, этимъ и опре- 
дЪлится уклонене луны отъ касательной, производимое центростремитель- 
‘ной силой, и его можно вычислить, зная время обращея луны и раз- 
стояе ея до центра земли. Второе изъ сказанныхъ пространствъ нахо- 
дится при помощи опытовъ надъ маятниками, какъ это показано Гюйген- 
юомъ. По производств такого разсчета, оказывается, что отношене перваго 


пространства ко второму, иначе центростремительной силы луны, обра-`“ 
шающейся по своей орбитЪ къ силЪ тяжести у поверхности земли, равно 


отношен!ю квадрата полудаметра, земли къ квадрату полуламетра орбиты 
луны. Но таково же отношен!е, какъ это слфдуетъ изъ изложеннаго выше, 
ий пентростремительной силы луны, обрашающейся ‘по своей орбитБ къ 
таковой же сил при движени луны у самой поверхности земли. Центро- 
‚стремительная сила у поверхности земли оказывается, такимъ образомт, 
фавной силЪ тяжести. СлФдовалельно, это не двЪ различныя силы, а та же 
самая сила, ибо, если бы онЪ были различными, то подъь совокупнымъ 
ихъ дЪйстыемъ тЪла падали бы на землю вдвое скорфе, нежели подъ дЪй- 
етнемъ одной только силы тяжести. Такимъ образомъ ‘установлено, что 
‘центростремительная сила, которою луна постоянно отклонзется отъ каса- 
тельной къ своей орбитБ и вынуждается описывать эту орбиту, есть 
ила тяжести земли, распространяющаяся до луны. 

Распространее этой силы на огромныя разстоян!я согласуется и съ 
здравымъ смысломъ, такъ какъ незамфтно какого-либо ея уменьшен!я на 
вершинахъ даже самыхъ высокихъ горъ. Итакъ, луна тяготфетъ къ землф, 
значить, въ виду взаимности этого дЪйств!я и земля съ равною силою тяго- 
тфетъ къ лунЪ; все это обстоятельно доказывается въ разсматриваемомъ 
‚еочиненш, тамъ, гл говорится о приливахъ моря и о предварени равноден- 
тай, происходящихъ отъ дЪйстыя на землю луны и солнца. Отсюда мы 


Е 
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непосредственно заключимъ, по какому закону сила тяжести убываетъ съ 
возраставемъ разстоян1я ‘до земли. ДЪйствительно,  такъ какъ сила тя- 
жести не отличается отъ центростремительной силы луны, эта, же послфдняя 
обратно пропорщюнальна квадратамъ разстояй, то и сила тяжести умень- 
шается въ томъ же отношенйи. 

Перейдемъ теперь къ прочимъ планетамъ. Такъ какъ обращене глав- 
ныхь планетъь около солнца и обращеше спутниковъ около Юпитера и 
Сатурна суть явлен!я того же рода, какъ и обращене луны около земли, 
то уже доказано, что центростремительныя силы тлавныхъ планетъ на- 
правлены къ центру солнца, а спутниковъ-—къ центрамъ Юпитера и Са- 
турна, подобно. тому, какъ эта сила для луны направлена къ центру 
земли; затЪмъ, такъ какъ, всЪ эти силы обратно пропорцюнальны квадра- 
тамь разстояй до центровъ, подобно тому, какъ сила луны обратно 
пропоршональна квадратамъ разстоявй до земли, то необходимо заклю- 
чить, что вс эти силы одной всеобщей природы. Значитъ, какъ луна 
тяготЪетъ къ землЪ и, обратно, земля къ лунЪ, такъ и всЪ спутники тяго- 
тБютъ къ своимъ главнымъ планетамъ и обратно, главныя планеты къ 
своимъ спутникамъ, и, наконецъ, всф главныя планеты — къ солнцу и 
солнце къ нимъ. 

Отсюда слфдуетъ, что всф планеты тягот$ютъ къ солнцу и солнце 
къ нимъ. Въ самомъ дЪфлЪ, такъ какъ главныя планеты сопровождаются 
своими спутниками, то и эти посл$дее обращаются вокругъ солнца вмфетЪ 
съ своими тлавными, изъ чего и слфдуетъ, что .всякаго рода планеты 
тяготфютъ къ солнцу и солнце къ нимъ. Тягот$н!е спутниковъ къ солнцу 
обстоятельно устанавливается кромф этого еще по неравенствамъ въ дви- 
женйи луны, которыхъ точнфйшая теор1я, открытая съ удивительною прОх 
ницательностью, излагается въ третьей книг этого сочинения. 

Распространеше притягательной силы солнца по всёмъ паправленямъ 
на огромныя разстояня и разсЪБян!е ея по вс№хъ частямъ окружающаго 
его пространства можетъ быть. съ ясностью выведено по движению кометъ, 
которыя, приходя съ громадныхъ разстоянйй, доносятся въ сосфдетво съ 
солнцемъ, иногда настолько близко, что при прохождеши черезъ перигелй 
почти касаются поверхности солнца. у 

Теорею этихъ евфтилъ, которую до сихъ поръ тщетно изыскивали 
астрономы, точнфйшимъ образомъ подтверждаемую наблюденями, мы обя- 
заны нашему знаменитЬйшему автору, счастливо ее открывшему. Оказы- 
вается, что кометы движутся по коническимъ сЪчешямъ съ фокусомъ въ 
центрЪ солнца, такъ что радлусы, проводимые въ эту точку, описываютъ 
| площади пропорцюнальныя. временамъ. Изъ этого явленя ел$дуетъ и вы- 
водится математически, что силы, удерживаюния кометы на ихъ орбитахъ, 
направлены къ солнцу и обратно пропорцюнальны квадратамъ разстояй 
до его центра. Такимъ образомъ кометы тягот$ютъ къ солнцу и, сл$дова- 
тельно, притягательная сила солнца достигаеть не только до планетъ на 
извЪстныя разстоятя и приблизительно въ одной плоскости, но распро- 


страняется и на кометы въ самыя разнообразныя области небеснаго про- 
странства и на самыя разнообразныя разстоян1я. Слфдовательно, природа 
тяготБющихь тфлъ такова, что ихъ силы источаются на всяюмя разстоян!я 
и дЬйствують на веБ тяготфюпия тфла, и вс планеты и кометы взаимно 
притягиваются и тяготБютъ другь къ другу. Это подтверждается также 
небезъизв етными астрономамъ возмущен!ями Юпитера и Сатурна, происхо- 
дящими отъ ихъ взаимодЪйств!я, а также упомянутымъ выше медленнымъ 
движенемъ апсидъ, происходящимъ отъ подобной же причины. 

Итакъ, можно утверждать, что земля и солнце и вс№ небесныя тфла, 
вопровождаюпия солнце взаимно притягиваются. 

Отсюда слфдуеть, что и отдЪльныя малЪфйпия частицы обладаютъ 
также притягательными силами, пропорцюнальными ихъ массамъ, какъ 
это было показано для тфлъ земныхъ. Эти силы также будутъ обратно 
пропорцюнальны квадратамъ разстояюй, ибо математически доказывается, 
что шары, составленные изъ частицъ, притягивающихся по этому закону, 
притягиваются по такому же закону. 

Предыдупия заключен!я основаны на аксюмахъ, которыя не отри- 

цаются ни однимъ философомъ, а именно, что одинаковыя слЪфдетыя, т.-е. 
такя, коихъ извЪстныя свойства одинаковы, происходятъь и отъ одинако- 
выхъ причинъ, и что неизвЪстныя ихъ свойства также одинаковы. Кло, 
напримБръ, сомнфвается въ томъ, что если тяжесть есть причина паден!я 
камня въ Ёвроть, то такова же причина паден1я и въ Америкю, что если 
тягот5е между камнемъ и землею взаимно въ Евро, то кто станетъ 
отрицать, что оно взаимно и вь Америкь? Если сила притяженя камня 
и земли слагается въ Евроть изъ силь притяжешя отдфльныхъ частиць 
этихъ тфлъЪ, то кто станетъ отрицать, что эта сила также слатается и въ 
Америк? Если притяжене земли на всяк1я тфла распространяетея въ 
ЕвропЪ на всякое разстояне, то почему бы ему не распространяться также 
и въ Америк? 
х На этомъ правилЪ основана вся философля и если его устранить, то 
ничего нельзя будетъ утверждать вообще. Наблюдетями и опытами по- 
знается строене отдфльныхъ вещей, лишь руководствуясь этимъ прави- 
ломъ, мы дфлаемъ заключеня о природ вещей вообще. 

Такъ какъ всЪ тфла, находяшляся на землз или въ небесныхъ про- 
странствахъ, относительно которыхъ возможно поставить или опыты, или 
наблюден!я, тяготБютъ взаимно, то можно утверждать, что тягот5ее есть 
общее свойство вс$хъ тфлъ. Подобно тому, какъ нельзя представить себЪ 
тфла, которое бы не было протяженнымъ, подвижнымъ и непроницаемымъ, 
такъ нельзя себЪ представить и тфла, которое бы не было тяготБющимъ, 
т.-е. тяжелымъ. 

Если кто станетъ утверждать, что тЪла, составляюцщия неподвижныя 
звфзды, не тяготвющия, ибо ихъ тяготЪне не было наблюдаемо, то раз- 
суждая такъ же слЪдовало бы сказать, чтс эти т$ла и не протяженны и что 
они не обладають ни подвижностью, ни непроницаемость:о, ибо и эти 
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свойства для неподвижныхъ звЪздъ ник$мъ наблюдаемы не были. Что же 
изъ этого слфдуетъ?— Или что въ числ общихъ свойствъ тфлъ находится 
и тяготфе, или же, что протяженность, подвижность и непроницаемость 
также не находятся въ ихъ числЪ, и, слФдовательно, или, что природа 
вещей правильно объясняется тяготфемъ тЪфлъ, или же, что она непра- 
Вильно объясняется и протяженностью, подвижностью и непроницаемостью. 

Я слышу, какъ нфкоторые осуждаютъ это заключене и невЪдомо что 
бормочатъ о скрытыхъ свойствахъ. Они постоянно твердятъ, что тягот$ее 


‚есть скрытое, сокровенное свойство, скрытымъ же свойствамъ не мфсто въ 
философии. На это легко отв$тить: сокровенны не тЪ причины. коихъ суше- 


ствован!е обнаруживается наблюденйями съ полнфйшею ясностью, а лишь тЪ, 
самое существоваше которыхъ неизвестно и ничфмъ не подтверждается. 

СлЪдовательно, тягот5е не есть скрытая причина движен!я небес- 
ныхь тфлъ, ибо явленя показываютъ, что эта причина существуеть на 
самомъ дфлЪ. Правильнфе признать, что къ скрытымъ причинамъ прибЪ- 
таютъ т, кто законы этихъ движений приписываеть невфдомо какимъ 
вихрямъ н$фкоторой чисто воображаемой матери совершенно непостижимой 
лтувствами. 

Но можетъ ‘быть тяготёые слфдуетъь признать скрытой причиной п 
исключить изъ философ1и потому, что причина самого тяготфе1я неизв$стна 
и никЪмъ не найдена. Кто разсуждаеть такимъ образомъ, долженъ оза- 
‘ботиться, чтобы не впасть въ такое противорЪе, которое рушитъ оено- 
ван!я всей философии. Причины идуть неразрывною цфпью оть сложнЪй- 
шихъ къ простфйшимъ и когда достигли до причины самой простой, то 
далЪе идти некуда. Поэтому простёйшей причинЪ нельзя даль механиче- 
‹скато объяснеюя, ибо если бы таковое существовало, то эта причина не 
была бы простфйшею. Поэтому если прост5йпия причины называть сокро- 
венными и исключать, то придется исключать и непосредственно отъ нихъ 
зависяшя, зат$мъ и происходяпия отъ этихъ послфднихъ, пока философ!я 
окажется свободной и очищенной отъ всякихъ причин вообще. 

Есть и такое учеше, въ которомъ утверждаютъ, что тягот5н!е сверхъ- 
естественно и.называютъ его непрерывнымъ чудомъ, и поэтому считають, 
что его надо отбросить, ибо въ физикЪ не мЪето сверхъестественному. 
Едва ли стоитъ затрачивать трудъ, чтобы опровергать такую нелпость, 
которая низвергаеть всякую философ1лю вообще. По такому ученю при- 
дется или отрицать, что тягот е присуще тФламъ, чего, однако, утвер- 
ждать нельзя, или же придется называть это свойство тфлъь еверхъесте- 
‚ственнымъ, ибо его нельзя вывести ни изъ другихъ ‘ихъ свойствъ, ни изъ. 
механическихь причинъ. , 

Но непрем$нно‘ должны существовать н$которыя первоначальныя 
свойства тфль и, слЪдовательно, какъ таковыя, не вытекаюнщия изъ другихъ. 
Значить и вс тавя свойства пришлось бы считать сверхъестественными 
и отбросить, спрахпивается, какая же послЪ того’ останется философия? 

Н%которымъ вся эта небесная физика еще менфе нравится, ибо она 


противор$читъь Декартовымеь догматамъ и едва ли можетъ быть съ ними 
согласована. Пусть они остаются при своемъ мв$ни, но пусть они будутъ. 
справедливы и предоставятъ другимъ такую же свободу, какую. они же- 
лаютъ, чтобы была предоставлена имъ. Пусть же намъ будетъ предоста- 
влено право придерживаться Ныотоновой философ, которую мы считаемъ, 
болфе правильной, и признавать истинными причины, подтверждаемыя 
явленями, а не таюмя, которыя выдумываются и ничфмъ не подтвер- 
ждаются. 

Истинной философ!и  подобаетъ выводить природу вещей изъ при- 
чпнЪъ дфйствительно существующихь и изыскивать тъ законы, которыми 
Велиюй творецъ установилъ прекраснфйпий порядокъ сего ма, а не т5, 
которыми онъ могь бы это сдфлать, если бы того пожелалъ. Разумъ до- 
пускаетъ, что то же самое слдетые можетъ происходить и отъ нфсколь- 
кихъ причинъ, различныхъ одна отъ другой; но лишь та причина истинная, 
оть которой эти елфдетв1я на самомъ дЪлЪ происходятъ, прочимъ же нфтъ 
мЪста въ истинномъ учени о природЪ. Въ часахъ движеве стрЪлокъ мо- 
жеть происходить или отъ подвфшенныхъ тирь, или оть заключенной 
впутри пружины. Если бы кто принялъ часы съ гирями за пружинные 
и на основав этого поспфитнато заключен!я, сталь бы объяснять движе- 
ве стрлокъ, то его бы осмфяли. Сперва надлежало бы тщательно изслЪ- 
довать внутреннее устройство машины, чтобы опредФлить истинное начало. 
производимыхъ ею движенй. Развф не слфдуетъь вынести подобнаго же 
сужденя о т$хъ философахъ, которые предполатаютъ, что небесное про- 


странство заполнено тончайшею матер1ею, находяшеюся въ непрестанномъ. | 
вихревомъь движенш. Если бы имъ даже удалось точнфишимъ образомъ 


удовлетворить своими гипотезами совершающимся явлешямъ, то и тогда, 
нельзя было бы утверждать, что они излагаютъ истинное учеше о природЪ, 
и что ими найдена истинная причина движен!я небесныхъ тЪфлъ, пока 
они бы не доказали, что предполагаемое ими дЪйствительно существуетъ 
или, по крайней мЪрЪ, что другого ничего не существуетьъ. Поэтому, посл. 
того, какъ показано, что тяготёне дЪйствительно имфетъ м$ото въ при- 
родЪ, и посл того, какъ показано какимъ образомъ отъ него происходитъ. 
движене всЪхъ небесныхъ тфлъ, то совершенно напрасно и заслуживаетъ 
лишь осмфявя возражене, что т же движен1я слфдуетъ еще объяснить и 
вихрями, если бы даже такое объяснен!е и оказалось возможнымъ, чего 
мы, однако, совершенно не допускаемъ. 

Мы не допускаемъ возможности объяснить совершаюнцияея явленя 
вихрями, потому что это нашимъ авторомъ доказано съ совершеннфйшею, 
ясностью и полнотою, и надо обладать большою склонностью къ бреднямъ, 
чтобы напраено затрачивать трудъ на`подновлене нелфифйшей выдумки 
‚и на украшене ея новыми пояснемями $). 


3) Рзкая полемика и всЪ выпады Котеса противъ вихрей направлены 
не столько противъ Декарта, какъ противъ Лейбница, который напечатал. 


— 


возмущен отъ столкновений со встр®чаемой ‘ими матерей? 


м. 


Если планеты и кометы переносятся вокругъ солнца вихрями, необ- 
ходимо, чтобы переносимыя т%ла и прилегаюцщ!я къ нимъ части вихрей, 
двигались бы съ одинаковыми скоростями и по одинаковымъ направле- 
шямъ и чтобы онЪ обладали одинаковою плотностью, иначе, равными' мас- 
сами при равныхъ объемахъ матери. Но установлено, что планеты и ко- 
меты при прохожден!и черезъ т$ же самыя области небесваго пространства, 
движутся съ различными скоростями и по различнымъ направлен!ямъ.. 
Отсюда вытекаетъ необходимое слЪдстве, что части заполняющей небес- 
ныя пространства жидкости, находянияся въ одинаковомъ удалени отъ 
солнца, несутся въ то же самое время по разнымъ направленямъ съ фраз- 
личными скоростями, ‘ибо одни направлен!я и скорости необходимы для 
переноса планетъ, друмя для переноса кометъ. Такъ какъ этого быть не 
можетъ, то или надо признать, что небесныя тЪла не переносятся матерей 
вихрей, или же надо сказать, что ихъ движен!я производятся не однимъ 


ии тъмъ же вихремъ, а многими различными другъ отъ друга, которые 


блуждаютъ по тому же пространству вокругъ солнца. Спрашивается, если 
множество вихрей заключается въ томъ же самомъ пространствЪ$ и эти 
вихри проникаютъ другь черезъ друга и обладаютъ разнообразными дви- 
жен!ями, ибо ихъ движен!я должны соотвфтствовать движен!ямъ переноси- 
мыхъ ими тфлъ, движешямъ, совершающимся по коническимъ сфченшямъ 
съ чрезвычайною правильностью и притомъ то весьма растянутымъ, то 
весьма близкимъ къ кругу, то какъ же можетъ быть, что эти вихри сохра- 
няютъ свою пфлость и въ течеше вЪковъ не претерифваютъ никакихъ 


Очевидно, что эти вымышленныя движеня вихрей гораздо сложнЪе 


въ 1689 году, т.-е. черезъь два года посл издав!я Ньютоновыхъ Начал, 
статью подъ затлайемъ «Тег{атеп... азбгопопмае»... Въ этой стальб онъ 
объясняеть движеше небесныхь тфлъ не только дфйстыемъ силы, напра- 
вленной къ солнцу, но еще и переносомъ ихъ жидкостью, движущейся 
вмфстЪ съ ними. Лейбницъь затёмъ неоднократно возвращался къ этому 
вопросу, упорствуя въ своемъ заблуждени. Надо также имфть въ виду; 
что второе издае «Началъ», редактированное Котесомъ, совпало по вре- 
мени съ самымъ разгаромъ спора между Ньютономъ и Лейбницемъ объ 
открыт исчислешя безконечно малыхъ или метода флюкай по термино- 
лопи Ньютона и дифференшальнато исчислевя по терминологии Лейбница. 
Въ 1712 году были изданы: «ОбмЪнъ письмами» —Соттегсваит ер!$- 
{оНсит и «Реценз!я» этой книги въ РЬЙозорЫса! ТгапзасНоп$, причемъ 
послфдняя была признана Лейбницемъ особенно для него обидной. Обра-. 
тивъ вниман!е на слогь этой неподписанной рецензи и сравнивая его съ 
предисловемъ кь Началамъ, можно думать, что «рецензия» написана также 
Котесомъ, тёмъ боле, что нфкоторыя разсужденя почти буквально повто- 
рены и въ предислов1и. Во всякомъ случаЪ, нападки Котеса въ этомъ пре- 
дислои достигли цфли: въ письм$ къ аббату Сопй оть 9 апр. 1716 г. 
Лейбницъ, между прочимъ, пишетъ: «5ой аш’оп гевагае 1а ргёасе р\ате 
Ч’а1отеиг Чу’ип аще ‘а пузе аеуаге 1а почуеЦе е4оп 4е 5е5 РИип@рез»... 
Сотптегсйат ер15оНсит, стр. 243, издаве Вноф 1856 г. | 


В в 


и ихъ тораздо труднЪе ‚объяснить, нежели дфйствительныя движен!я пла- 
нетъ и кометъ, и мнЪ кажется, что напрасно и вводить ихъ ‘въ филосо- 
Фию, такъ какъ всякая причина должна быть проще своего слЪдетия. 

Допустимъ свободное пользован!е баснями и пусть кто-либо станетъ 
утверждать, что всЪ планеты и кометы окружены атмосферами, подобными 
земной, такое предположене представляется гораздо болЪе обоснованнымъ, 
нежели ‘типотеза ‘вихрей; зат$мъ онъ станетъ утверждать, что эти атмо- 
сферы, по ‘самой своей природ, движутся вокругъ солнца и описываютъ 
коническя' сЪчен!я; очевидно, что такое движене гораздо легче себЪ пред- 
ставить, нежели движене проникающихъ другь черезъ друга вихрей, и 
наконепъ, что планеты и кометы переносятся своими атмосферами вокругъ 
солнца. Посл этого онъ станетъ торжествовать открыте причины движе- 
ня небесныхь тЪль. Кло не согласенъ съ этою баснею, долженъ отвергнуть 
и басню о вихряхъ, ибо яйцо съ яйцомъ менфе схоже, чБмъ гипотеза атмо- | 
сферъ съ гипотезою вихрей. 

Галилей показалъ, что отклонен!е брошеннаго и движущатося по пара- 
бол камня отъ прямолинейнаго пути происходить отъ тяготЪн!я камня 
къ землЪ,. т.-е. отъ скрытой причины. Можетъ случиться, что какой-либо \ 
другой, боле проницательный философъ измыслитъ другую причину. Онъ ‘ 
придумаетъ, что нфкоторая матер1я, не постигаемая ни зр$емъ, ни ощу- 

—щешемъ, вообще никакими чувствами, заполняетъ пространство, смежное 
съ поверхностью земли, что эта матерйя обладаетъ по различнымъ напра- | 
влен1ямъ различными, зачастую противоположными движевями по парабо- 
лическимъ лин1ямъ. Посл этого онъ подъ одобрете толпы такъ объяснить 
отклонен!е камня: движупййся камень плаваеть въ этой тончайшей жид- 
кости и, сл$дуя ея течен!ю, не можетъ описывать иного пути, жидкость же 
движется по параболамъ, сл$довательно, и камень долженъ двигалься по 
параболЪ. Кто же послЪ этого не будетъ удивляться остротЪ ума этого 
философа, объясняющаго механическими причинами, т.-е. матерей и дви- 
женемъ явленя природы совершенно понятно даже для неученыхъ? Кло же 
не пожалеть этого простака Галилея, который послЪф большихъ малемати- 
ческихъ усимй ввелъ лишь ВНОВЬ екрытыя свойства, оть которыхъ фило- 
софуя столь счастливо ‘была избавлена. Однако, стыдно продолжать еще = 
дальше заниматься вздоромъ. 

Сушность дЪла состоитъь въ сл5дующемъ: число кометъ громадно, и 
движен!я ихъ весьма правильны и слфдуютъ тфмъ же законамъ, какъ и 
движен!я планетъ. Он движутся по коническимъ сЪченямъ и орбиты ихъ | 
весьма растянуты, поэтому онЪ проносятся по всфмъ частямъ небеснато | 3 
пространства и свободно проходятъ черезъ области планетъ, часто попят- 
нымъ движенямъ. Эти явлен!я, подтверждаемыя точн5йшими астрономиче- а 
скими наблюден1ями, не могутъ быть объяснены вихрями и никоимъ обра- ( 
зомъ не могуть быть совмЪстными съ планетными вихрями. Вообще дви- 
женя кометъ не могутъ имфть мфста иначе, какъ, если эта измышленная 
матеря вихрей не будетъ совершенно удалена изъ небеснаго пространства. 


ободе 


Въ самомъ дфлЪ, если планеты переносятся вокругъ солнца вихрями, 
то части вихрей, расположенныя въ смежности съ какою-нибудь планетою, 
должны быть: одной съ нею плотности, какъ уже сказано выше. Такимъ 
образомъ вся матеря, расположенная по орбит$ земли, должна имЪть ту же 
плотность, какъ земля, та же матеря, которая лежитъ между орбитою земли 
и орбитою Сатурна, должна имфть или такую же плотность, или ббльшую, 
ибо для того, чтобы строене вихря могло сохраняться, необходимо, чтобы 

{мене плотныя части были ближе къ центру, боле плотныя дальше отъ 

/ центра. Такъ какъ времена обращен1я планетъ находятся въ полукубиче- 

! скомъ отношени ихъ разстоян!й до солнца, то и времена обралщетя вихрей 
должны быть въ такомъ же отношенши. Отсюда слфдуетъ, что центробЪж- 
ныя силы этихъ частей должны быть обратно пропорцональны квадратамъ 
разстоян!й; поэтому массы, бол$е удаленныя отъ центра, побуждаются уда- 
литься отъ него съ меньшею силою, сл$Фдовательно, если ихъ плотность 
была бы меньшею, то он по необходимости уступили бы той ббльшей 
силЪ, съ которою ближайпия къ центру массы стремятся отъ него удалиться. 
Слфдовательно, удаляются отъ центра бол$е плотныя части, приближаются 
къ центру менфе плотныя и происходитъ ихъ обмфнь мЪстами, пока ма- 
теря вихря не расположится такимъ образомъ, чтобы она могла оставаться 
въ относительномъ поко% послЪ того, какъ наступитъ равновф@е. Если двЪ 
жидкости разной плотности находятся въ томъ же’ сосудЪ, то та жид- 
кость, коей плотность больше, подъ дЪйстыемъ большей силы тяжести 
стремится къ низшему мЪ$ету, велЪдетые подобной же причины болЪе плот- 
ныя части вихря, какъ ужё сказано, ббльшею центробЪжною силою побуж- 
даются занять наиболБе удаленное отъ центра мЪсто. Такимъ образомъ 
вся и притомъ значительно большая часть вихря, расположенная снаружи 
земной орбиты, будетъ обладать плотностью, а значить и силою инерции 
на каждый объемъ матери не меньшею, нежели плотность и сила инерщи 
земли. 

Слфдовательно, проходяпия черезъ вихрь кометы будуть ветр$чать. 
громадное сопротивлене, которое и проявилозь бы весьма ощутительно, 
если только оно не оказалось достаточнымъ, чтобы поглотить и прекратить 
ихъ движен!е. 

Чрезвычайно же правильное движене кометъ показываеть, что он$ 
не подвержены даже въ малЪйшей степени ощутительному сопротивлен!ю. 
Отсюда слфдуеть, что кометы совершенно не проникаютъ въ такую среду, 
которая обладала бы какимъ бы то ни было сопротивлешемъ или какою бы 
то ни было инерщей, ибо сопротивлене среды происходить какъ отъ инер- 
и матери, составляющей жидкость, такъ и отъ вязкости, т.-е. отъ недо- 
статка скользкости жидкости. Сопротивлеве, происходящее отъ вязкости 
совершенно ничтожно и едва можетъ быть наблюдаемо въ общеизв$ стныхъ 
жидкостяхъ, если только онф не весьма Тягучи, какъ масло или медъ, 
Сопротивлеше, замфчаемое въ воздух, вод, ртути и подобныхъ нетягу- 
чихьъ жидкостяхъ, почти полностью перваго рода, его нельзя уменьшить, 


изм$няя какъ угодно степень тонкости жидкости, но сохраняя ея плот- 
ность, которой &ёказанное сопротивлене всегда пропорпюнально. Все это 
съ совершеннфйшею ясностью доказывается нашимъ авторомъ въ его пре- 
восходнфйшей теори сопротивлен1я жидкостей, излагаемой въ этомъ вто- 
ромъ издан!и его сочинен!я нФеколько болфе полно, нежели въ первомъ и 
вполн$ф подтверждаемой опытами надъ падающими тфлами. 

Движупияся тфла постепенно сообщаютъ свое движен!е окружающей 
жидкости и вел детые этой передачи утрачиваютъ свое первоначальное 
количество движешя и замедляются. Такимъ образомъ замедлеше пропор- 
цюнально сообщаемому жидкости количеству движен!я, это же’ посл$днее 
при заданной скорости движущагося тфла пропорцюонально плотности жид- 
кости, слфдовательно, какъ замедлеше такъ и сопротивлен!е пропорцюнальны 
плотности. Такое замедлеше .непремфнно имфетъ мЪсто, если только теряе- 
мое т$ломъ количество движене, не возстановляется притекающей къ нему 
сзади жидкостью. Но такое возстановлен1е можетъ быть лишь тогда, когда 
давлен!е жидкости на тфло сзади будетъ равно давлентю тфла на жидкость 
спереди, а это можетъ быть лишь въ томъ случаЪ, когда относительная 
скорость съ которою жидкость ударяетъ тЪфло притекая къ нему сзади 
равна той скорости, съ которою т$ло ударяетъ жидкость своею переднею 
частью т.-е. надо чтобы абсолютная скорость притекающей сзади жидкости 
была вдвое больше скорости сообщаемой ей тЪломъ, а этого быть не мо- 
жетъ. Такимъ образомъ сопротивлене жидкости происходящее отъ ея плот- 
ности и инерши не можетъ исчезнуть. Отсюда слфдуетъ заключить, что 
жидкость заполняющая небесное пространство не обладаетъ инерщей, ибо 


она не оказываетъ сопротивленя движущимся въ ‘ней т$ламъ; а если у. 


нея нфтъ инерши, то нЪтъ и силы, которая могла бы сообщать движен!е, . 


нфтъ значить и силы. которая могла бы производить какое-либо изм$неше | 


въ отдфльномъ тфлЪ или въ н%феколькихъ тЪлахъ, значить у нея иЪтъ и 
какихъ-либе проявлен!й своего. присутствия, ибо у нея нфтъ никакой спо- 
собности произвести какое-либо измзнен!е въ состоянйи тфлъ. Не слЪдуетъ ли 
поэтому такую гипотезу, которая совершенно лишена обоснованности, ко- 


торая даже въ малйшей степени не можетъ служить къ объяснен!ю явлевй / 


природы, признать нел5пЪйшею и совершенно недостойной философа “). ^ 


*) Въ настоящее время Декартова теорля вихрей нетолько совершенно 
оставлена, но и совершенно забыта въ физикЪ; во времена же Ньютона и 
еше лётъ двадцать послЪ его смерти, ея упорно придерживались, въ о0со- 
бенности Парижская Академя Наукъ. Предложивъ, напр., на премпо во- 
просъ о теория приливовъ, она, раздЪляя въ 1740 году эту премпо между 
сочиненями Данила Бернулли, Маклорена и Эйлера, строго математиче- 
скими и основанными на законЪ тяготЪн1я, присоединяла къ нимъ и со- 
чинеше 1езуита аббата Сауаей основанное на картезланекихъ воззрёяхъ, 
мотивируя свое ршен!е тфмъ, что Академя не признаетъ возможнымъ 
отдать предпочтеве которой-либо изъ двухъ системъь Ньютоновой или 
Декартовой. Декартовское же объяснен!е приливовъ основано на предполо- 
жеи, что луна оказывая давлее на атмосферу заставляетъ воду морей 
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Предполагающуе, что небесное ‘пространство заполнено жидкостью, по- 
{лагаютъ, слфдовательно, что эта жидкость не инертна, а тогда отрицая на 
словахъ существовае пустого’ пространства, они на дЪл$ его допускаютъ, 
ибо. такого рода жидкость никоимъ образомъ не можетъ быть различена 
отъ пустоты ис весь споръ будетъ идти о словахъ а не о сути дла. Въ 
самомъ дЪлЪ, если есть такле поклонники матери, что они совершенно. не 
допускаютъ. существован1я пустого пространства, то посмотримъ къ какимъ 
выводамъ они должны ‘придти. Или имъ придется утверждать,‘ что’ такое 
строене повсюду заполненнаго мфа волею Бояею, было установлено: ‘для 
того, чтобы вс$ дфйстня въ. природЪ: совершались’ при посредетвЪ этого 
тончайшато ‘эфира, все проницающаго и все заполняющаго; но этого ‘утвер- 
ждать нельзя, ‘ибо, какъ показано вьипе на основани движен1я кометъ, 
присутстые ‘этого эфира ничфмъ не проявляется. Или же они скажутъ, 
что такое строеше мшфа установлено, волею Божею ‘неизвЪстно. съ какою 
ифлью,—но’ такото утвержден!я быть не должно; ибо’и всякое другое строе- 
не мфа можеть совершенно также быть обосновано; или же наконецъ они 
;скажутъ: волею Божею все такъ создано въ силу необходимости вызы- 
`ваемой самою природою вещей. Но тогда ихъ надо причислить къ отребью 
того  нечестиваго: стада, которое: думаетъ что мшъ управляется рокомъ, а 
(не провидЪШемъ, и что матеря въ силу своей собственной ‚ необходимости 
всегда и: вездЪ существовала, что она. `безконечна и вёчна‹ Но если это 
допуститв, то матеря должна бы быть и повсюду Ноа ибо разно- 
образе формъ совершенно ‘не вызывается необходимостью, матеря ‘тотда 
должна бы быть и неподвижною, ибо если бы она по необходимости дви- 
талась бы по какому-нибудь ‘одному направленю съ какою-нибудь  ско- 
ростью; то по’ той-же необходимости она должна бы двигаться’ и ‘по. вея- 
кому иному направлено со всякою. другою скоростью, а такъ какъ одно- 
временное движене по разнымъ направленямъ съ различными скоростями 
невозможно, то значитъ матер!я должна быть неподвижной. Слфдовательно, | 
мръ отличающийся прекраснфйшими ‘формами и разнообраземъ ‘движений, 
могъ произойти не иначе какъ только по свободной. вол$ все предопредЪляю-. 
щаго и всфмъ управляющаго Божества. 

Изъ этого источника и проистекли вс т% свойства, которыя мы на-| 
зываемъ законами природы, въ которыхъ проявлено много величайшей 
мудрости, ‘но нфтъ и сл$довъ необходимости. Поэтому эти ваконы надо \ 
искать не въ сомнительныхь допущеняхъ, а распознавать при помощи’ 
наблюден!й и опытовъ. Если же кто возомнитьъ, что онъ можеть найти. 
истинныя начала физики и истинные законы природы единственно силою’ 
своего ‘ума и свфтомъ своего’разсудка, тоть долженъ ‘будетъ признать или | 


подниматься; понятно, что всф подобныя разсужденя доказывались д1алек- 
тикою, и т5мъ не менфе‘ихъ противопоставляли Ньютоновскимъ доказа- 
тельствамъ, наблюдетямъ и разсчетамъ. Отсюда понятна полемика, Котеса 
и его указане на склонность противниковъ Ньютоновой философии къ 
бреднямъ 


что мфъ произошель въ силу необходимости и что существуюние законы \ 
природы явились слЪдетв1емъ той же необходимости или же, что м!роздане 
установлено по вол Бога, и что. онъ ничтожнЪйний челов чишко! (Вотпипсииз) 
самъ бы предвидлъ все то, что такъ’ превосходно создано. Всякая здравая | 
и истинная философ1я должна. основываться на изучеши совершающихся 
явлений, которое; если мы’ не будемъ упорствовать, приведетъ насъ къ по 5. 
знанию тЬхь ъ началъ, въ коихъ съ наибольшею ясностью ‘проявляются вы- | | 
сочайшая 1 мудрость и всемогущество всемудрЬйшаго и всемогущаго. Творца. 
Поэтому ‘нельзя отвергать ‘этихъ’ началъ въ силу того, что н%Фкоторымъ ^ ` 
людямъ они не нравятся. Эти начала, можно’ называть или чудесами, или 
на свойствами, какъ кому угодно насиёшдивыя назван!я не обра- 


тт должна основываться на безбожши. Ради такихъ и. не стоитъ | 
портить философ1и, —порядокъ моздан!я все равно не измЪнится. 

Честные и справедливые судьи сами отдадутъ предпочтен!е тому наи- 
лучшему способу изслфдованйя природы, который основанъ на опытахъ и 
наблюдешяхъ. ДЪйствительно, едва ли можно передать словами сколько 
евЪфта, сколько велищя въ этомъ превосходномъ сочинеи нашего знаме- 
нитЪйшато автора. Его величайпий и счастливЪйпий тей разрёшилъ 
таюмя труднфйпия задачи и достигь до такихъ предфловъ, что не было и 
надежды, что человЪческай умъ въ состоявши до нихъ возвыситься; все это 
по достоинству составляетъ предметъ восхищен!я и преклоневя всфхъ 
тЪхъ, кто хотя немного поглубже вникнетъ въ эти изселфдован!я. Такимъ 
образомъ двери отворены и намъ предоставленъ доступъь къ познаню 
прекраензйшихъ тайнъ природы. Авторомъ открыто и представлено виа 
нЪйшее строеше системы мфа и если бы теперь вновь ожилъ король Ал- - 
Ффонсз, то онъ едва ли бы пожелалъ въ ней большей простоты и строй- 
ности. Теперь мы въ состояви ближе разсматривать велище природы и 
предаваясь сладостному созерцаню, въ большей степени преклоняться и 
почитать Творца и Господа вселенной, а это и есть истинный плодъ фило- 
софли. Надо быть слфпымъ, чтобы изъ. _прекраснфйшато и .мудрЪйшаго | 
строешя зпра не усмотрёть величайшей мудрости и благости всемогущаго || 


Творца, — надо быть безумцемъ чтобы этого не признавать. } 
— Поэтому, превосходнЪйшее сочинене Ньютона представляетъ вфрнЪй- 
шую защиту противъ нападокъ безбожниковъ и нигдЪ не найти лучшаго 
оружя противъ нечестивой шайки, какъ въ этомъ колчан$. 

Это прежде всего опфнилъ и доказалъ въ своихъ ученыхъ р»Ъчахъ, 
изданныхъ на ангийскомъ и латинскомъ языкахъ, знаменит$йпий Ричардь 
Бэнтлей, весьма свЪдупий во всякаго рода наукахъ и ревностный покро- 
витель искусствъ, украшев!е нашего  вЪка и нашей Академи, Коллеги 
Св. Троицы достойн®йпий и полновластнфйпий начальникъ. Ему я весьма 
многимъ обязанъ, не откажи и ты, благосклонный читатель, ему въ своей 
благодарности. Онъ съ давнихъ поръ пользовался искреннею дружбою на- 
шего знаменитаго автора (и онъ настолько ее пфнить, что въ своихъ со- 
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чиненшяхь составляющихь радость ученато мшфа, дфлаетъ это извЪетнымъ. 
и потомству), онъ же способствовалъ какъ его слав такъ и распространен!ю: 
науки. Когда отъ перваго издая этото сочинен1я остались лишь р$дчай- 
пе и весьма, дорого ‘оплачиваемые экземпляры, онъ самымъ настойчивымъ 
образомъ;, чуть что не порицая, убфдилъ знаменитаго автора, коего скром- 
ность не меньше его учености, позволить ему на свой счетъ и подъ своимъ. 
наблюденемъ выпустить въ свфтъ второе издан!е этого сочиневя, пере- 
смотрнное и снабженное превосходными дополнен!ями. Мн$ же. онъ своею 
властшю поручилъ, тЪмъ возложивъ на меня прлятную обязанность, озабо- 
титься, чтобы это издане было. исправное. 


Рожерз Ео’тесв. 


Членъ коллеми Ов.Троицы п Плюмеевекй 
профессоръ астрономш и опытной физики. 
Кэмбриджь. 
12-го мая 1713 г. 


Предислов1е автора къ третьему издан!ю. 


Въ этомъ третьемъ издан, о которомъ озаботилея Генри Иембертонъ, 
д-ръ мед., опытный въ этихъ дфлахъ человЪкъ, во второй книгЪ кое-что 
о сопротивления жидкостей изложено боле полно нежели въ предыдущемъ, 
и добавлены новые опыты надъ паденемъ тЪфлъ въ воздух. Въ третьей 
книг$5 разсуждене о томъ, какимъ образомъ луна удерживается силою 
тяжести на своей орбитЪ изложено полнфе и прибавлены новыя наблюден!я 
надъ отношенемъ д1аметровъ Юпитера, произведенныя Пондомэ. Добавлены 
также наблюден1я надъ кометой появившейся въ 1680 году, произведенныя 
Киркомь въ Гермати въ ноябрЪ того года, которыя лишь недавно попали 
намъ въ руки, и изъ которыхъ явствуетьъ насколько точно параболическая 
орбита соотвфтствуеть движеню кометы. Орбита кометы опред$ленная 
Галлеемь вычислена бол$е точно нежели прежде и притомъ орбита эллип- 
тическая. Оказывается, что движене кометы по этой эллиптической орбить 
на протяжени девяти знаковъ зодака, представляется не менЪфе точно, чВмъ 
движен!е планетъ по ихъ орбитамъ опредфленнымъ астрономически. При- 
латается также орбита кометы 1723 года, вычисленная Брадлеемь, профес- 
соромъ астрономи въ Оксфорд®. 


Ив. Ныотоио. 


Дано въ ЛондонЪ 
12-го января 1725—26 г. 
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Математическия Начала Натуральной Философии. 


Опредфлентя. 
Опредфлене 1: 


Количество матери (масса) ` есть _мтра’ таковой; ‘устанав- 


ливаемая пропорипонально . плотности ‘и обзему еях 
Воздуха двойной плотности въ двойномъ объем ‘въ четверо больше, 
въ тройномъ въ шестеро.‘ То же относится къ снЪгу или порошкамъ, когда 
они уплотняются отъь сжатйя или таяня. Это же относится и ‘ко всякаго 
рода тфламъ, которыя въ силу какихъ бы то ни было причинъ уплотняются. 
Однако, при этомъ я не принимаю въ разсчетъ той среды, если таковая 
о ы которая свободно проникаетъ въ промежутки между части- 
цами. Это же количество я подразумЪваю въ дальнфйшемъ подъ назвайями 
ильло или масса. Опредёляетея масса по взсу тЪла, ибо она пропорщюнальна 
вЪфсу, что мною найдено опытами надъ маятниками, ПАО. точ- 
нЪйшимъ образомъ, какъ о томъ сказано ниже 5). 
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5) Ни одно опредфлеше Ньютона не вызывало столько критическихъ 
замфчан!й и столько толкованй, какъ это первое, высказанное ‘такими ело- 
вами: «ачап аз таенае езЁ тепзига елазает ока ех Низ аепзНае её тазп!- 
{иЧте сопрапсит». Въ поясненш къ этому опредфленио указывается, что 
слова «дцап аз шаепае» — «количество матери» равносильны словамъ. 
«согри$» — «т$ло» или «тазза». Такимъ образом, ВЪ ЭТОМЪ опред5лени 
слова «количество матери» составляютъ какъ бы одно слово, одинъ новый 
терминъ, который при дальнзйшемъ развитии науки не удержался и въ _ 
современной терминолог!и замфненъ равносильнымъ ему терминомъ «масса».. 
Словамъ «количество матери» теперь придается н%еколько иной смыслъ, 
нежели имъ придавалъ, Ньютонъ въ своемъ опредфленш. То, что теперь 
разумБется подъ словами «количество матери», онъ просто выражаетъ сло- 
ВОМЪ «матери», замфнивЪъ его м5стоимешемъ елазает — таковой. Поэтому 
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ОпредБлене И. 


й 


Количество Овижещя есть мора таковою, устанавливаемая 
пропорипонально . скорости и масс. ` . 


Количество движен1я цфлаго есть сумма количествъ движеня оТДЪЛЬ- | 


ныхъ частей его, значить для массы вдвое большей при равныхъ скоро- 
стяхъ оно двойное, при двойной же скорости четверное К). 


онъ и въ пояснени не говорить «количество воздуха двойной плотности 
въ двойномъЪ объем въ четверо больше», а просто «воздуха». 

Необходимо также имЪть въ виду, что въ то время при установления 
мЪры для какой-либо величины устанавливалась лишь ея пропорщональность 
другимъ величинамъ отъ коихъ эта. м6ра зависить. Тогда не говорили какъ 
теперь (когда дфлается опредфленное предположен!е о принятой единиц 
м$ры), «площадь прямоугольника равняется произведению изъ его основан!я 
на высоту», а говорили (предполагая единицу м$ры произвольной) «пло- 
щадь прямоугольника иропоршональна его основанию и высот$». 


`До Ньютона поняте о масс не вводилось и разсматривален лишь 


' вЪеъ-=ропи$ тфла и при старинной терминологи понятно, что плотность 
не опредфлялась какъ масса единицы объема вещества, а говорилось, что 
плотность тфла пропоршональна его вЪсу и обратно пропорщюнальна его 
объему. Им$я это въ виду, можно Ньютоново' опредфлеше, прилерживаясь 
теперешней терминоломи, выразить такъ: «масса есть и количества 
вещества пропорц!ональная его плотности и объему». Самымъ су- 
щественнымъ въ Ньютоновомъ поясневши вводимаго’ им Ив. и поняття 
масса есть установлене опытным путемъ пропорщональноети между мас- 
сою тБла и его в$еомъ. 

8) Второе опред5лен1е выражено слёдующими словами: «даап аз 1101$ 
ез{ тепзига елиз4ет ога ех ув!осНае её аиапае таетае сопипсИта», т.-е. 
оно выражено совершенно подобно первому и имъ вводится новый терминъ 
«количество движетя», сохранивпийся и доселф. Слова «опа соплапсит» 
указываютъ на совмфетную пропорщюональность той величины, которая 
названа «количество движен!я» и которая могла бы быть названа’ и ка- 
кимъ-либо однимъ словомъ, какъ, напр., у англичанъ, словомъ «тотеп- 
ит», масс и скорости, почему, придерживаясь современной терминолопи, 
они и переведены словами «устанавливаемая пропорщонально». 

о Необходимо имЪть въ виду, что высказывая это опредфлеше, Ньютонъ 
придаетъ слову «то 5»— движеше не смыслъ назван!я общеизв$стнаго явле- 
ня, а вводить нЪкоторую новую величину, имфющую при разсмотр5и 
этого явлешя первенствующее значене. Это особенно ясно выступаеть въ 
первыхь словахъ пояснешя: «тобаз ЧоНи$ езё затта пот йу рагБи$ 
зтеиЙз, т.-е. переводя буквально“ ‹движен!е цфлахо есть сумма движенй 
въ отдёльныхь частяхъ». Изъ этихъ словъ ясно, что подъ словомъ «04$» 
онъ разумЪеть нФ$что измфримое какъ бы заключающееся или содержа- 
шееся въ двикущемся тЪлЪ. Вотъ почему эти слова и переведены такъ: 
«Количество движев!я пфлаго есть сумма количествъ движен!я отдфльныхъ 
частей его», такъ какъ теперь слову «движен!е» иного смысла, какъ на- 
зван1я самого явлен!я не придается. До Ньютона, налр., \/а1ие въ своей 
«Меспагса зе ае Мо» разсматриваль величину, называемую ИМЪ «то0- 
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Опредълене 11. 


Врожденная - сила матерш есть присущая ей ‘способность 
сопротивленя, по которой всякое отдъльно взятое ттьло, поскольку оно 


тетит» или «ипрейдипеп ит», м$ра которой пропорцюнальна вфсу и ско- 
рости движущатося т$ла, онъ принимаетъ вмфстЪ съ тёмъ эту величину 
за мБру «силы движущагося тфла», ибо этой-то величин пропорйюнальна, 
способность одного тЪла передавать движеше другимъ тфламъ. Терминъ 
«тотепит» удержался въ ангйской литератур и по*настоящее время, 
но только ему придается не \/аШ$’овъ, а Ньютоновъ смыслъ. 

Механика \/аШз$’а издана съ 1669 по 1671 годъ и достаточно ее про- 
смотрЪть, чтобы составить себЪ поняте о томъ, что для этой науки сдЪ- 
лано Ньютономъ. 

Механика \/аШз’а занимаетъ въ первомъ ФомЪ полнаго собранйя его 
сочиненйй стр. 573 — 1063 мелкой убористой печати отромной книги фор- 
мата въ листь (ш Ю1о). Сперва дается множество опредфлевй, зат$мъ 
поясняются кинематическля понят!я о пройденномъ пути, скорости и со- 
отношени между ними, выраженвыхъ, по обычаю того времени, пропор- 
щями во множеств ОТДВЛЬНЫХЪ предложен. Зат$мъ идеть рядъ предло- 
жен1й о соотношешяхъ между вЪсомъ тфла и скоростью.: сообщаемой ему 
къ концу одинаковыхъ или различныхь промежутковъ времени силою, со- 
ставляющей н$®которую опред$ленную долю вЪса, помфщая т$ло на наклон- 
ную плоскость. `Зат$мъ излагается учене о равновЪеи вЪеовъ. 

Большая часть книги, именно: стр. 645—941, заняты изложеемъ епоз 
собовъ вычисленя положен!я центра тяжести разнато рода плошадей и 
объемовъ, составляя такимъ образомъ продолжене и примфнеше къ ряду 
примфровъ методовъ, изложенныхъ \!аШз’омъ въ его «Аг тейса шйпногит», 
являющейся какъ бы преддвелемъ къ интегральному исчислению. Стр. 941— 
992 заняты учешемъ о равнов$е1и простьйшихь машинъ. Стр. 9998—1002 
уд$лены ученио о движении т$ла подъ дЪйстыемъ своего вфса, или его 
доли, при движени по наклонной плоскости, причемъ поняте о масеЪ не 
вводится и движущая сила сравнивается всегда съ в$сомъ заданнаго тЪла. 
Остальныя 60 страницъ содержалтъ учен!е объ ударЪ тфлъ и Здфеь въ пре- 
дложени 1-мъ слово тотепел поясняется словами «дио@ ех ропаеге её 
с@егйайе сотропйиг», т.-е. «которое составляется изъ ва и скорости» и 
доказывается законъ сохраненя этого «тотепит» при ударз тфль. 0о- 
чинен1е заканчивается изложенемъ простЪйшихъ началъ гидростатики. 
Отсюда видно, что если въ МеханикЪ \\!а5’а и можно найти основныя 
понятя кинематики, систематическое и по тогдашнему времени практи- 

чески достаточное изложене ‘статики, то относительно динамики можно. йе: 
сказать, что даже не поставленъ обпий ея вопросъ. Можеть быть это и НЕ 
составляеть причину, почему Ньютонъ неё даеть опредфленш ни ‘одного 
изъ кинематическихь понят — онъ предполагаетъ ихъ извфетными, вею 
| статику онъ излагаеть мимоходомъ, какъ слЪдетые второго закона движе- 
ня (параллелограмъ силъ) и все его сочинеше посвящено изложен!ю Ди» | 


намики отъ основныхъ ея началъ, имъ данныхъ, до разсмотрВн!я теорш | 
планетныхъ возмущевй, неравенствъ въ движенши луны и ПВ т ] 
равноденствйй. 


предоставлено самому `себъ, удерживает» ') свое’ состояе покоя или 
‘равномерналю прямолинейнаяо движеная. р 

Эта сила всегда пропорщюнальна масс». и если отличается отъ инерщи 
массы °), то развЪ только воззрьемъ на нее. 

Оть инерщи матери происходитъ, что всякое т5ло лишь еъ трудомъ * 
выводится изъ своего покоя или движеня. Поэтому «врожденная сила». 
могла бы быть весьма вразумительно названа «силою инерщи». Эта сила, 
проявляется т$ломъ единственно лишь ‘когда другая сила, къ нему прило- 


женная, производить измфнеше въ его состоянш. Проявлеше этой силы, ‚ 


можеть быть разсматриваемо двояко, и какъ сопротивлен!е, и какъ напоръ, 


Какъ сопротивлен!е, поскольку тЪло противится дЪйствующей на него 
силЪ, стремясь сохранить свое состоян!е; какъ напоръ, поскольку то же 
тфло, съ трудомъ уступая сил сопротивляющагося ему препятетв:я, стре- 
мится измфнить состоян!е этого препятствя. Сопротивлене приписывается 


обыкновенно тфламъ покоющимся, напоръ-—тфламъ движущимся. Но дви- | 


жене и покой при обычномъ ихъ разсмотр$ви различаются лишь въ отно- 
шен!ши одно къ другому, ибо не всегда находится въ поко$ то, что тако- 
вымъ простому взгляду представляется. 


Опред5лене №. 


\ 


Приложенная сила есть дъйстве, производимое надз тльломь, \ 


ипобы измъниить ею состояше покоя или равномърнайо прямолинейнало 


двиэженая. 
Сила проявляется единственно только въ дЪйстыи и по прекращен!и 
дЪйстыя въ тЪлЪ не остается. Тло’продолжаетъ зат$мъ удерживать свое 


-7) Какъ въ этомъ опредфлени, такъ и при формулировкВ перваго 
закона лвижешя Ньютонъ пользуется глаголомъ «регзеуегаге», включаю- 
шемь въ себф не только поняте о сохранен чего-либо, но еще и понятия 
о длительности и упорствЪ такого сохраненя, поэтому слова «регзеуегаге 
шт За 90» наиболЪе точно передаются словами: ‹продолжаетъ упорно пре- 
бывать въ своемъ состоянш», слова «удерживаеть свое состояне» пере- 
дають короче т же понятя, хотя и съ меньшею силою выраженя. Вообще 
латынь Ньютона отличается силою выражен, такъ.тутъ сказано регзе- 
уегаге—упорно пребывать, а не тапеге—пребывать или оставаться, когда 
говорится, что какое-либо тЪло дЪъистнемъ силы отклоняется отъ прямо- 
линейнаго пути, то употребляется не просто слово Чемафиг отклоняются, 
а гена иг—оттятивается, про силу не говорится просто, что она прикла- 
дывается аррИсеаг къ т$лу, а пиритйиог, т.-е. «вдавливается» или «втиеки- 
вается» въ тло и т. под. Въ переводз принята менЪе выразительная, но 
общеупотребительная теперь терминоломя. 

$) Въ этомъ поясненш чуть ли не единственный разъ во всей первой 
книг Рипора употреблено слово «тазза» именно «тегЧа таззае». Во- 
обще же Ньютонъ пользуется словомъ «согриз»—тфло и нЪ®еколько рёже 
словами «диап аз табейае». = Е 


С 


новое  состояше вслфдстые одной только (силы) инерши. Пронехождее 
приложенной силы можетъ быть различное отъ удара, оть давлен!я, отъЪ, 
центростремительной силы, 


Опредфленге. У. 


Центростремительная сила есть та, с5 которою тъла кз 
нкоторой сточкьъ какз кз центру отовсюду притяиваются, зонятся 


или какь бы то ни было стремятся. 

Такова сила тяжести, подъ дфйстыемъ которой т$ла стремятся къ 
центру земли; магнитная сила, которою желфзо притягивается къ магниту 
и та сила, каковою бы она ни была, которою планеты постоянно откло- 
няются отъ прямолинейнаго движения и вынуждаются обращаться по кри- 
вымъ лишямъ. Камень, вращаемый въ пращЪ, стремится удалиться отъ 

„вращающей пращу руки и этимъ своимъ стремлешемъ натягиваеть пращу 
/ тьЬмъ сильн%е, ч5мъ быстрфе вращеше, и какъ только ее пустятъ, то ка- 
мень улетаетъ. .: 

Силу, противоположную сказанному стремленио, которою пралца по- 
стоянно оттягиваеть камень къ рукЪ и удерживаеть его на кругБ, т.-е. 
силу, направленную къ рук или къ центру описываемаго круга я и на- 
зываю центростремительной. Это относится и До всякаго тфла, движуща- 
гося по кругу. Ве тавя тфла стремятся удалиться отъ центра орбиты и 
если бы не было нЪкоторой силы, противоположной этому стремлению, ко- 
торая ихъ и удерживаетъ на ихъ орбитахъ, то они и ушли бы по прямымъ 
лив!ямъ, двигаясь равномЪрно. Эту-то силу я и называю центростреми- 
тельной. Брошенное т%ло, если бы силы тяжести не было, не отклонялось бы 
къ землф, а уходило бы въ небесное пространство по прямой лини и равно- 

) мЪрно, если бы не было и сопротивлен!я воздуха. Своею тяжестью оно 
и оттягиваетея отъ прямолинейнаго пути и постоянно отклоняется въ землЪ 
въ большей или меньшей степени сообразно напряжению силы тяжести и 
скорости движешя. Ч$мъ меньше будетьъ отнесенное къ массЪ напряжен!е 
тяжести и ч$мъ больше будетъ скорость, съ которою т$ло брошено, тёмъ 

менфе оно отклонится отъ прямой лини и тфмъ дальше отлетитъ. 

Если свинцовое ядро, брошенное горизонтально силою пороха изъ 
пушки, поставленной на вершин$ горы, отлетить по кривой ранфе, чЪмъ 
упасть на землю на дв мили, то, предполагая, что сопротивлея воздуха 
нЪтъ, если его бросить съ двойною скоростью, оно отлетитъ приблизительно | 
вдвое дальше, если съ десятерною, то въ десять разъ. Увеличивая скорость, 
можно по желанию увеличить и дальность полета и уменьшать кривизну 
линш, по которой ядро движется, такъ что можно бы заставить его упасть 
въ разстояи и десяти традусовъ, и тридцати, и девяносто, можно бы за- 

'\ ставить его окружить всю землю или даже уйти въ небесныя пространства 
и продолжать удаляться до безконечности. Подобно тому, какъ брошенное \ | 
\ тБло можеть быть отклонено силою тяжести такъ, чтобы описывать орбиту 
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вокругъ земли, такъ и луна или силою тяжести, если она ей подвержена, 
или же иною силою, которая влечетъ ее къ землЪ, можетъ быть откло- 
няема отъ прямолинейнаго пути и вынуждена обращаться по своей орбит$; 
безъ такой силы луна не могла бы удерживаться на своей орбит%. Еслибы 
эта сила была меньше надлежащей, то она отклоняла бы луну отъ прямо- 
линейнаго пути недостаточно, а если больше надлежащей, то отклонила бы 
ее бол$е ч$мъ сл$дуетъ и приблизила бы ее отъ орбиты къ землф. СлЪ- 
довательно, надо, чтобы эта сила была въ точности надлежащей величины. 
ДЪло математиковъ найти такую силу, которая въ точности удерживала бы 
заданное т$ло въ движен!и по заданной орбит съ данною скоростью и 
наоборотъ, найти тотъ криволинейный путь, на который заданною силою 
будетъь отклонено т$ло, вышедшее изъ заданнаго м$фста съ заданною ско- 
роетью. 


Въ центростремительной сил различается три рода величинъ: абсо- 
лютная, ускорительная и движущая. 


Опредфлене \1. 


Абсолютная. величина ` центростремительной. силы есть мъра 
большей или меньшей мощности. самою ‘источника ея’ распространеная 
изз центра вз окружающее ею пространство. 

Такъ магнитная сила въ зависимости отъ величины магнита или 


степени намагничиван!я можеть быть въ одномъ магнит$ больше, въ дру- 
томъ меньше. 


Опредфлене УИ. 


Ускорительная 3) величина чентростремительной силы есть 
ея мъра пропорщональная той скорости, которую она производить в5 
лпеченме данно времени. , 

Такъ дЪйстве того же магнита боле сильно на близкомъ разетояши, 
слабЪфе на дальнемъ, или сила тяжести больше въ долинахъ, слабфе на 
вершинахъ высокихъ торъ и еще меньше (какъ впослфдетни будетъ по- 


°) Вся первая квига «Началъ» занята почти исключительно учешемъ 
о пентростремительныхь силахъ и ихъ дфйствяхъ. При этомъ всегда, Нью- 
тонъ разсматриваетъь лишь «ускорительную силу» въ данномъ мЪ$етЪ. При 
теперешней терминолопи, можно сказать, что въ первой книгБ имъ изел$- 


дуются «силы поля» и то, что онъ называетъ ускорительная сила, теперь \ 


называется «напряжене поля» въ данномъ мЪст%. Замфчательно, что Нью- | 


тонъ вводя поняте «ускорительная сила», не пользуется понятемъ объ 
ускоренш, а замвняетъ его скоростью. производимою въ продолжеши задан- 
наго времени. Вообще понят1е ускореше;, какъ оно разумФется‘ теперь, въ 
«Началахъ» не примфняется и подъ словомЪ «ассе]егайо» —ускорене всегда 
разумЪетея приращене скорости въ течен1и заданнаго конечнаго или безко- 
нечно-малаго промежутка времени. 


А сои 


казано), на еще большихъ разстояшяхъ отъ земного шара, въ равныхъ же 
разстояюяхъ она вездЪ одна и та же, ибо, при отсутстын сопротивлен!я 
воздуха ве падаюпйя тфла (большшя или малыя, тяжелыя или легейя), 
ускоряются ею одинаково. 


Опредфлене У. 


Движущая величина центростремительной силы есть ея мъра 
пропорщональная количеству движеня, которое ею производится в 
теченае данналю времени. 

Такимъ образомъ вЪсъ большей массы больше, меньшей меньше; для 
той зке самой массы или для того же самаго тфла вфсъ больше вблизи 
земли меньше въ небесной дали. Эта величина есть направленное къ центру 
стремлен!е всего тфла, которое и называется его в$сомъ. Движущая сила 
распознается по силБ ей равной и противоположной, которая могла бы 
воспрепятствовать опусканшо тФла '5). | 

Для краткости эти величины силъ можно называть силами движу- 
щими, ускоряющими и абсолютными, и для отлич!я относить ихъ къ са- 
мимъ притягиваемымъ къ центру тфламъ, къ мЪфсту тфль, и къ центру 
силъ, а именно: движущую силу къ тфлу какъ стремлев!е всего тфла къ 

к `| центру, причемъ, это полное стремлене составляется изг стремлешй отдфль- 
А" | ныхъ частиць тфла, силу ускорительную къ мЪсту тфла въ пространствЪ, 
какъ нЪкоторую способность распространенную центромъ на вез мЪста 

° окружающаго пространства и заставляющую приходить въ движен!е тЪфла въ 

этихъ мфотахъ находяняся, абсолютную же силу къ самому центру, какъ за- 
ключающуюся въ немъ причину, безъ которой движупия силы не распро- 


17) Давая опредБлен!е понямя «движущая сила», т.-е. того, что теперь 
зовутъ проето «сила», Ньютонъ обращаетъ внимане на способъ ея изм- 
| решя и именно способъ статическй, уравновЪшивая другою силою препят- 
ствующей движеню къ центру. Въ этихъ немногихъ словахъ и установлена 
связь между статикою и динамикою при посредствЪ второго звакона—сила 
статически вдвое большая сообщаеть и вдвое большее количество движевя 
въ заданное время. Замфчательно также, что нигдЪ Ньютонъ не говоритъ, 
] чтобы сила измфрялась произведеемъ изъ массы на ускореше, но, что 
‘движущая сила пропорцюнальна произведеню изъ ускоряющей и массы, 
и ускоряющая сила не есть поняще равнозначущее ускореню—а какъ уже 
сказано, напряжению поля въ данномъ м$етЪ, т.-е. это есть сила дЪйствую- 
щая на массу равную единицЪ. Что Ньютонъ, если и не примфняль, то, 
ясно представлялъь изм5реше силы при помощи растяженя пружины, или 
нити, вообще динамометра можно видфть изъ его поученя въ конц этой 
главы, гдЪ онъ указываеть какъ различить абсолютное движеше отъ отно- 
сительнаго, и приводя опытъь съ шарами, говоритъ: «по натяженшю нити 
(соединяющей шары), можно будетъ узнать ихъ стремлеше удалиться отъ 
оси вращеня и по нему вычислить количество движен!я», т.-е. онъ здЪсь 
имфеть въ виду именно такое «статическое» изм5рене силы, и по нему 
находить ея дЪйстне. 
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странялись бы въ окружающемъ пространствЪ; сказанною причиною мо- 
жетъ служить или какое-либо центральное тфло (какъ напр., магнитъ въ 
центрЪ силъ магнитныхъ, или земля въ центрЪ силъ тяжести), или чтобы-то 
ни было иное, хотя бы и ни ч$мъ не обнаружимое. Эти поняття должно 
разсматривать какъ математичесвя, ибо я еще не обсуждаю физическихъ 
причинъ и мЪета нахожден!я силъ. 

Такимъ образомъ, ускорительная сила такъ относится къ движущей, 
какъ скорость къ количеству движеня. Въ самомъ дфлЪф, количество в 
женя пропорцюнально скорости и. массЪ, движущая же сила пропор-. 
цональна ускорительной и масс, ибо сумма '') дЪйстый ускоритель- 
ной силы на отдфльныя частицы тфла и составляетъ движущую силу ето. 
Поэтому близъ поверхности земли гдф ускоряющая сила тяжести для вс$хъ 
тфлъ одна и та же, движущая сила тяжести ‘или вфсъ пропорщюоналенъ 
масоф т$ла. Если подняться въ таюмя области гдф ускоряющая 17) сила 
тяжести будетъ меньше, то и в$еъ пропорпюнально уменьшится, вообще 
вЪеъ будетъ постоянно пропорцоналенъ масс тЪла и ускоряющей силЪ 
тяжести. Такъ, напр., въ тёхь областяхъ пространства, гдф ускоряющая 
сила тяжести вдвое меньше, вЪеъ массы вдвое или втрое меньшей будетъ 
въ четверо или въ шестеро меньше нежели близъ поверхности земли **). Дал$е 
я придаю тотъ же самый смыслъ назван1ямъ ускорительные и движущие 
притяженя и натиски **). Назване же притяжен!е (центромъ), натискъ или 
стремлене (къ центру), я употребляю безразлично одно вмЪето другого, 
разсматривая эти силы не физически, а математически, поэтому читатель | 
долженъ озаботиться, чтобы въ виду такихъ назвав! не думать, что я 
ими хочу опредфлить самый характеръ дфйств1я или физическя причины 
происхожденя этихъ силъ, или же приписывать центрамъ (которые суть. 
математичесяя точки), дЪйствительно и физически силы, хотя я и буду 
товорить о силахъ центровъ и о притяжен!и центрами. 


Поучене. 


Въ изложенномъ выше имфлось въ виду объяснить въ какомъ смысл 


употребляются въ дальнфйшемъ менЪе изв$стныя назван!я. Время, | 


странство, мфсто и движен!е составляють понятя общеизв$етныя. 


11) Отсюда слфдуетъ, что масса всего тфла считается равной суммЪ 
маесъ частицъ его. 

17) Ньютонъ употребляетъ термины «егауКаз ассееганх» и «етауИаз 
пох», т.-е. ускоряющая тяжесть и движущая тяжесть—современные тер- 
мины: «напряжее силы тяжести» и «сила тяжести или вЪеъ». 

13) Въ этихь словахъ и устанавливается различще вюса и массы при 
пропорщюональности ихь между собою. 

\) Точный смысльъ латинскаго слова «Ппрузи5$» вполнф передается 
СЛОВОМЪ «натискъ», включающемъ въ себф какъ понят 0- напряженности 
такъ и продолжительности дЪйствя. ма 


(| Однако; необходимо, замфтить; что эти ‘поняття обыкновенно относятся къ 
„ тому, что. постигается нашими чувствами. Отсюда происходятъ нЪфкоторыя 

неправильныя ‘ сужден!я, для устранен1я которыхъ, несбходимо выше приве- 
/ денныя понят1я раздфлить на абсолютныя и относительныя, истинныя и 
' кажупцяся, математичесвя ‘и обыденныя. 


к т „Абсолютное, истинное, математическое. время само по ‘себЪ и. по 


| самой. своей ме безъ всакаго. ‘отношеня (къ ‘чему-либо. внёшнему 


й 
АХ мАЗАЖ 
ду су ма ы : 


тотже кажущееся или’ обыденное время ‘есть или точная ‘или 
измфнчивая, постигаемая ‘чувствами, внзшняя, совершаемая при посредетвз 
какого-либо движеншя мфра ‘продолжительности, употребляемая въ обыден- 
ной жизни вмфсто истиннаго математическаго времени какъ-то: часъ, день, 
{ МБеяцъ, ГоДЪ./ сер еСщьй От) 
ых 11. Абсолютное пространство по самой ‘своей сущности безотноси- 
/ тельно къ чему бы то ни было внфшнему остается всегда одинаковымъ и 
(и 0 ис“ неподвижным. го. и 
И бе ву | __ ‚ Отиовительное ‘веть его м%ра или какая-либо ограниченная подвижная 
ие часть, которая ‘опредфляется нашими ‘чувствами по’ положению” его. отнови- 
тельно н$зкоторыхъ тфлъ, ‘и которое въ'обыденной жизни принимается ва, 
пространство неподвижное: такъ, напр., протяжен1е пространствъ подземнаго, 
воздуха или надземнаго опредфляемыхъ по ихъ положению относительно 
земли. По виду и величинф абсолютное ‘и относительныя ' пространства 
у одинаковы, но ‘численно не’ всегда остаются ‘одинаковыми. Такъ, напри- 
мфръ если разсматривать землю подвижною, то пространство нашего воз- 
духа, которое по отношеню къ землЪ остается всегда однимъ и т$мъ же, 
будетъ составлять, то ‘одну часть пространства, абсолютнаго, то другую, 
смотря по тому, куда воздухъ перешелъ, и слфдовательно, абсолютно: ска- 
занное пространство’ безпрерывно' мЪняется. 
ТП. Мьюсто есть часть пространства занимаемая тфломъ, и по отно- 
шеню къ пространству бываетъ или абсолютнымъ или относительнымъ. 
й Я говорю «часть пространства», а не положене тфла и не объемлющая 
его поверхность. Для равнообъемныхъ тфлъ м%ста равны, поверхности же 
отъ несходства формы тлъ могуть быть и неравными. Положен1е, пра- 
вильно выражаясь, не имЪетъ величины, и оно само по себф не есть м%сто, 
а принадлежащее м$сту свойство. Движеше цфлаго тоже самое что сово- 
купность движевй частей его, т.-е. перемфщене цпфлаго изъ ‚его 'иБета, 
то же самое, что совокупность перемфщенйй его частей изъ: ихъь мЪоть, 
поэтому мЪето цфлаго то же самое, что совокупность мфеть его частей, 
и слБдовательно, оно, цфликомъ внутри всего тЪ$ла. 

ТУ. Абсолютное движене ‘есть ‘перем щене т$ла изъ одного НН 
наго его мфста въ другое, относшиельное изъ относительнаго въ относи- 
тельное же. Такъ, на корабль, идущемъ подъ парусами, относительное 
мЪсто. тфла есть та часть корабля, въ которой тфло находится, напр., та 
часть трюма, которая заполнена т$ломъ и которая, слфдовательно, дви- 


т 


жется вмфстБ съ ‘кораблемъ. Относительный покой ‘есть пребыване тФла 
въ той же самой области корабля или въ той же самой’ части его трюма: 

Истинный ‘покой. есть ‘пребыван!е‘ тла/ въ той: же ‘самой части "того 
неподвижнато пространства, въ которомъ движется корабль со. вс$мъвъ 
немъ находящимся. Такимъ образомъ, если бы. земля на самомъ дфлЪ по- 
коилась, то’ тЪло, которое по ‘отношению къ’ кораблю находится вз покоф; 
двигалось бы въ дЪйствительности съ тою абсолютною скоростью, съ’ ко- 
торою корабль идетъ ‘относительно. земли. Если же и сама земля движется, 
то истинное абсолютное движен!е  тфла найдется по истинному движен!ю 
земли ‘въ неподвижномъ пространствЪ. и по относительнымъ движенямъ 
корабля по’отношеню ‘къ земл$ и тЪла по кораблю. 

Такъ, если та часть земли, гдф корабль находится, движется ‘на’ са 
момъ дфлЪ къ востоку‘ со’ скоростью’ 10010 частей, корабль же; идетъ къ 
западу со скоростью 10частей, ‘морякъ же’ ходитъ по кораблю и’ идетъ 
къ востоку со’ скоростью’ одной части, то’ истинно ‘и абсолютно. морякъ 
перемфщается ‘въ’ неподвижномъ пространетвЪ! къ востоку‘ со скоростью 
10001: частей, по отношен!ю же къ земл$-—на западъ со скоростью 9 частей, 

„Абсолютное время различается въ Астроновии’ отъ’обыденнаго. солнеч- 
наго времени уравнен!емъ ‘времени. Ибо естественныя  солнечныя сутки, 
принимаемыя обыденно за равныя для измфрен1я времени, ‘на самомъдлЪ 
между собою неравны. Это’неравенство и исправляется астрономами, чтобы 
при изм5ретяхъ движен!й небесныхъ свЪ$тилъ примфнять боле правильное 


время. Возможно, что’ не существуетъь (въ природЪ)’ такого. равномфрнаго 


движеня, которымъ время могло бы измфряться’ съ совершенною точностью. 
Вс движешя могутъ ускоряться или замедляться, течен1е же абсолютнаго 


времени измняться не можетъ. Длительность или продолжительность ‘суще- | 


ствован1я вещей одна и таже, быстры ли движетя (по которымъ измФряется | 


обравовт и отличается отъ ‚своей, Е чувствомъ, мёры, будучи 
изъ нея выводимой при помощи астрономическаго уравнен!я. Необходи- 
мость этого уравнен!я обнаруживается какъ опытами съ часами, снабжен- 
ными маятниками, такъ и по затменямъ спутниковъ Юпитера. 

Какъ неизмфненъ порядокъ частей времени, такъ неизмфненъ и 
порядокъ частей пространства. Если бы онф перемфстились изъ мфетъ 
своихъ, то онЪ продвинулись бы (такъ сказать) въ самихъ себя, ибо время 
и пространство составляють какъ бы вм$стилища самихъ себя и всего 
существующаго. Во времени все располагается‘ въ смыслЪ порядка посл- 
довательности, въ пространствЪ въ смыслЪ порядка положен я, По самой! 
своей сущноети они ‘суть м$еста;, приписывать же первичнымъ м$етамъ 
движен!я нелфпо. Воть эти-то м$фста и суть мЪфста абсолютныя и только 
перемфщег!я изъ этихъ мфстъ составляютъ абсолютныя движенйя. 


е 


Е е- 


‹ 


Однако, совершенно ‘невозможно ни’ видфть, ни какъ-нибудь иначе ГУ 


‘различить при помощи нашихъ чувствЪ отдёльныя части этого простран- 
ства одну отъ другой и вм$сто нихъ приходится обращаться къ изм$ре- 


| 
| 


‚нямь, доступнымъ чувствамъ. По положенямъ и разстоявямъ предметовъ 
( оть какого-либо тфла, принимаемаго за неподвижное, опред$ляемъ м$ста 
 вообяще, затБмъ и о веБхъ движешяхъ судимъ по отношению къ этимъ 
м$етамъ, разсматривая т$ла лишь какъ переносящияся по нимъ. Такимъ 
образомъ вместо абсолютныхъ м$етъ. и движей пользуются относитель- 
ными; въ дфлахь житейскихь это не представляетъ неудобства, въ фи- 
лософскихъ необходимо отвлечеве отъ чувствъ. Можетъ оказаться, что въ 
дЪйствительности не существуеть покоющагося т$ла, къ которому можно 
) было бы отноеить м%ета и движеня прочихъ. 
Абсолютное и относительное движене и абсолютный и относительный 
‚ покой отличаются другъ отъ друга: свойствами, причинами проиехожден!я 
| и проявленями, 

Свойство покоя состоитъ въ томъ, что т$ла истинно покоюпйяся 
находятся въ покоф и другъ относительно друга. Возможно, что 
какое-нибудь тфло въ области неподвижныхъ звЪфздъ, а можетъ быть и 
много далфе, находится въ абсолютномъ покоф, но узнать по взаимному 
положенио тфлъ въ нашихъ областяхъ не сохраняетъ ли какое-нибуль изъ 
нихъ постояннаго положенйя относительно этого, весьма отдаленнаго, нельзя. 
Невозможно также опредЪлить истиннаго ихъ покоя по относительному ихъ 
другъ къ другу положен!ю. 

Свойство движенля состоитъ въ томъ, что части, сохраняюшля по- 
стоянное положен!е по отношен!ю въ ц$лому, участвуютъ въ 
движен!и этого цЪлаго. Такъ, всЪ части вращающихся т$ль стремятся 
удалиться отъ оси вращеня, для движущихся поступательно полное дви- 
жен!е образуется изъ соединее!я отдфльныхь частныхъ движенй. СлЪдо- 
вательно, когда движутся окружающйя т$ла, то движутся и тЪ, которыя 
по отношеню къ нимъ находятся въ покоф, поэтому нельзя опредВлить 
истиннаго абсолютнагто движеня по перем$щен!ямъ отъ сосфднихъ тЪлъ, 
разсматриваемыхъ какъ неподвижныя. Эти тфла должны быть дЪйстви- 
тельно въ поко, а нетолько приниматься за покоюпцяся. Въ противномъ 
случаз вс сотоожацаяся тЪла участвовали бы въ истинныхъ движеняхь 
тЪлъ ихъь окружающихь и если бы это посл$днее движене прекратить, 
то они оказались бы на самомъ дЪлЪ не въ поко%, а лишь представлялись 
до т5хь поръ находящимися въ таковомъ. Окружающия тфла по отношению 
къ содержащимся стоятъ въ томъ же отношеши, какъ наружная часть. 
цфлаго къ его внутренней части или какъ скорлупа къ ядру. При `дви- 
жен!и скорлупы движется и ядро, не перем$щаясь относительно ОРУТ 
т.-е. движется какъ часть пФлато. 

Въ тесной связи съ предыдущимъ свойствомъ находится такое: тЪло, 
движущееся въ подвижномъ пространствЪ, участвует и въ дви- 
жен!и этого пространства, поэтому т$ло, движущееся отъ подвижного 
мфета, участвуетъ въ движен!и своего мЪста. Слфдовательно, вс движения, 
совершаюпияся отъ подвижныхъ м$фетъ, суть лишь составныя части пол- 
ныхъ абсолютныхь движешй и всякое полное движеше составляется изъ 


А 


движен1я тфла отъ перваго мЪфста своего, изъ движеня этого перваго отъ 
его м$ста и такъ далфе, пока не достигнемъ до мфста неподвижнаго, какъ 
это было пояснено примромъ моряка, приведеннымъ выше. Такимъ обра- 
зомъ полныя‘абсолютныя движен!я мотутъ быть опред$лены не иначе какъ 
при помощи м$етъ неподвижныхъ, почему я и относиль ихъ выше къ 
м5стамъ неподвижнымъ, относительныя же движен1я—къ м$стамъ подвиж- 
нымъ. Мета же неподвижны не’иначе, какъ если они изъ вЪфчности въ 
въчность сохраняютъ постоянныя взаимныя положен!я и, слфдовалтельно, 
остаются всегда неподвижными и образуютъ то, что я называю неподвиж- 
нымъ пространствомъ. 

Причины происхожденля, которыми различаются истинныя и кажу- 


пияся движен!я суть т силы, которыя надо къ тфламъ приложить, | 


чтобы произвести эти движен!я. Истинное абсолютное движене не 
можеть ни произойти, ни измфниться иначе какъ отъ дЪйств1я силъ, при- 
ложенныхъ непосредственно къ самому движущемуся тфлу, тогда какъ 
относительное движене тЪла можетъ быть и произведено, и измЪнено безъ 
приложен!я силъ къ этому тфлу, достаточно, чтобы силы были приложены 
къ тЪмъ тфламъ, по отношеню къ которымъ это движен!е опредфляется. 
Когда эти тфла будутъ уступать дЪйств!ю силъ, то будетъ измФняться и 
то относительное положеве, которымъ опред$ляется относительный покой 
или относительное движен!е. Наоборотъ, истинное движен!е всегда изм*- 
няется отъ приложен1я къ т$лу силъ, относительное же движене можетъ 
при такомъ приложен!и силъ и не измЁняться. Такъ, напримЪфръ, если и 
къ тЪмъ тфламъ, къ которымъ движен!е заданнаго тфла относится, будутъ 
приложены такя силы, .что относительное положее всфхъ т5лъ будетъ 
сохраняться, то сохранится и относительное движеше заданнаго тфла по 
отношению къ прочимъ 15). Такимъ образомъ всякое относительное движен!е 
можетъ быть измфняемо такими дЪйствями, при которыхъ абсолютное дви- 
жен!е* не м$няется и можетъ сохраняться при такихъ, отъ которыхъ абсо- 
лютное измфняется, такъ что абсолютное движене совершенно не зависитъ 
оть тЪхъ соотношенй, которыми опредфляется движей® относительное. 


Проявленя, которыми различаются абсолютное и о\\8&бительное дви-| 


жене, состоятъ въ силахъ стремлен!1я удалиться отъ оси враща- 


тельнаго движен1я, ибо въ чисто относительномъ вращательномъ ДВИ-5 


женши эти силы равны нулю, въ истинномъ же и абсолютномъ он больше } 


или меньше, сообразно количеству движен1я. Если на длинной нити под- 
вЪсить сосудъ и вращая его закрутить нить, пока она не станеть совсЁмъ 
жесткой, затЪмъ наполнить сосудъ водой и, удержавъ сперва вм$етф съ 
водою въ покоф, пустить, то подъ дЪйстыемъ появляющейся силы сосудъ 
‘начнетъ вращаться и это вращен!е будетъ поддерживаться достаточно долго 
раскручиванемъ нити. Сперва поверхность воды будетъ оставаться плоской, 


15) Это свойство относительнаго движев!я высказано еще вторичн’ 
какъ слфдетые УТ законовъ движеня. 
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какъ было до движевя сосуда. Зат$мъ сосудъ, силою, постепенно дЪй- 
ствующею на воду, заставить и ее участвовать въ своемъ вращени. По 
мЪрЪ возрастан!я вращен!1я вода будетъ постепенно отступать отъ середины 
сосуда и возвышаться по краямъ его, принимая впалую форму поверх- 
ности (я самъ это пробовалъ дфлать); при усиливающемся движени она 
все бол5е и болфе будетъ подниматься къ краямъ, пока не станетъ обра- 
щаться въ одинаковое время, съ сосудомъ и придетъ по отношению къ со- 
суду въ относительный покой. Этотъ подъемъ воды указываетъ на стрем- 
лен!е ея частицъ удалиться отъ оси вращен!я и по этому стремлению обна- 
руживается и измфряется истинное и абсолютное вращательное движене 
воды, которое, какъ видно, во всемъ совершенно противоположно относи- 
тельному движен1ю. Въ началЪф, когда относительное движете воды въ со- 
судЪ было наибольшее, оно совершенно не вызывало стремленя удалиться 
оть оси—вода не стремилась къ окружности и не повышалась у ст$нокъ 
сосуда, а ея поверхность оставалась плоской и истинное вращательное ея 
движене еще не начиналось. Зат$мъ, когда относительное движене умень- 
шилось, повышеше ея у стфнокъ сосуда обнаруживало ея стремлеше уда- 
литься отъ оси и это стремленйе показывало ея постепенно возрастающее 
истинное вращательное движен!е, и котда оно стало наибольшимъ, то вода 
установилась въ покоф относительно сосуда. Такимъ образомъ это стрем-| 
лен!е не зависить отъ движеня воды относительно окружающаго тЪла, 
слфдовательно, по такимъ движенямъ нельзя опредфлить истиннаго вра- 
щательнаго движен!я тфла. Истинное круговое движене какого-либо т$ла 
можетъ быть лишь одно въ полномъ соотвЪтетв!и съ силою стремлен!я ‘его 
отъ оси, относительныхь же движенй въ зависимости отъ того, къ чему 
они относятся, тфло можеть имфть безчисленное множество; но независимо 
отъ этихъ отношенй эти движев!я совершенно не сопровождаются истин- 
ными проявлениями, если только это т$ло не обладаетъ кромЪ этихъ отно- 
сительныхъ и сказаннымъ единственнымь истиннымъ движешемъ. По- 
этому въ тЪхъ системахъ ма, въ которыхъ предполагается, что наши 
небесныя сферы обращаются внутри сферы неподвижныхъ звЪздъ и несутъ 
съ собою планеты, окажется, что отдфльныя части этихъ сферъ и пла- 
неты, покоюпцяся относительно своихъ сферъ, на самомъ дфлЪ движутся, | 
ибо онф мФняютъ относительное положение (чего не можеть быть для т$лъ, 
покоющихся абсолютно), вм$стЪ съ т6мъ онф участвуютъ въ общемъ дви- 
жени несущихъ ихъ сферъ и, значитъ, какъ части вращающатося цфлаго, 
стремятся отдалиться отъ оси. 

Такимъ образомъ относительныя количества не суть т$ самыя коли- 
чества, коихъ имена имъ обычно придаются, а суть лишь фезультаты 
измфрейй сказанныхъ количествъ (истинныя или ложныя) постигаемыя‘ 
чувствами и принимаемыя обычно за самыя количества. Если значене 
‚ словъ опредфлять по тому смыслу, въ какомъ эти слова обычно употреб- 
| ляются, то подъ назватями время, пространство, мфсто и движене и сл%- 
\ дуетъ разумЪть эти постижимыя чувствами мЪфры ихъ. 


т: 


Р%чь стала бы совершенно необычной и чисто математической, если бы \ | 
подъ этими назван1ями разум$ть дЪйствительно сами измфряемыя количе- () 
ства. Поэтому воистину насилуютъ смыелъ Священнаго Писан!я т%, кто | 
эти слова истолковывають въ немъ, какъ самыя количества. Не менфе 
того, засоряютъ математику и физику итЪ, кто сы5шиваетъ самыя истин- 
ныя количества съ ихъ отношен1ями и ихъ обыденными м%рами. 

‚.  Распознае истииныхь движенай отдфльныхъ тфлъ и точное ихъ разгра- 
ничен!е отъ кажущихся весьма трудно, ибо части того неподвижнаго про- 
странства, о которомъ говорилось, и въ которомъ совершаются истинныя 
движен!я тфлъ, не ощущаются нашими чувствами. Однако это дфло не 
вполнф безнадежное. Основан!я для суждевй можно заимствовать частью 
изъ кажущихся движевй, представляющихъ разности истинныхъ, частью 
изъ силъ, представляющихъ причины и проявленя истинныхъ движен!й. 

Такъ, если два шара, соединенные нитью на данномъ другъ отъ друга 
разстоянш, будутъ обращаться около общаго ихъ центра тяжести, то ‘по 
натяженио нити можно будетъ узнать стремлен!е таровъ къ удалено отъ 

оси вращешя и по нему вычислить угловую его скорость. Если затЪмъ 

на противоположныя стороны шаровъ заставить дЪйствовать равныя силы, - 
такъ чтобы онф или увеличивали или уменьшали круговращательное дви- 
жене, то по увеличившемуся или по уменьшившемуся натяженю нити 
можетъ быть обнаружено увеличене или уменьшене скорости движеня, 

и такимъ образомъ можно будетъ найти тЪ стороны шаровъ, къ которымъ \ 
надо приложить силы, чтобы увеличен!е скорости ‘движен1я стало нанболь- 
птимъ, и значить найти тЪ стороны шаровъ, которыя обращены по на- 
правленио движен1я или по направлен!ю ему обратному. Когда эти передейя и | р 
задня стороны будутъ найдены, то и движене будетъ вполнЪ опред$лено. 

Такимъ способомъ могло бы быть опредфлено количество и напра-) 
влеше кругового движен!я внутри огромнатго пустого пространства, гдЪ } \ 
не существовало бы никакихъ внфшнихъ доступныхъ чувствамъ призна- ‘. 
ковъ, кь которымъ можно было бы относить положен!я шаровъ. Если бы 
въ этомъ пространств кромф того находились бы еще н$которыя весьма 
удаленныя тфла, сохраняюция относительныя другь къ другу положея, 
подобно тому какъ наши неподвижныя звзды, то по перемфщенйю ша- 
ровъ относительно этихъ тфлъ мы не могли бы опредфлить чему принад- 
лежитъ это перемфщен!е, тфламъ или шарамъ. Но если бы мы, опре: | 
дЪливъ натяжене нити нашли бы, что это натяжене какъ разъ соотвфт- | 
ствуетъ движенно шаровъ, то мы бы заключили, что движен!е принадлежить "\ 
шарамъ, а не внфшнимъ тфламъ, и что эти тфла находятся въ покоф. Такимъ 
образомъ, по видимому перемфщенио шаровъ относительно внфшвихъ тфлЪ 
мы вывели бы ихъ движен!е. Нахожден!е же истинныхъ движенй тфлъЪ по 
причинамъ ихъ производящимъ, по ихъ проявленямъ, и по разностямъ 
кажущихся движен!й, и, наоборотъ, нахожден!е по истиннымь или кажу- 
щимся движенямъ ихъ причинъ и проявленйй излагается подробно въ послЪ- 
дующемъ. Именно съ этою-то цёлью и составлено предлагаемое сочинен!е. 


3* 


Аке1омы или законы движен!я. 


Законъ |. 


Всякое тъьло продолэкаеть удерживаться вз своемь состояни покоя 
или равномърнаю и прямолинейналю движеня, пока и поскольку оно не 


понуждается приложенными силами измънять это состояще 15). 
Брошенное т$ло продолжаеть удерживать свое движене поскольку 
его не замедляетъ сопротивлене воздуха и поскольку сила тяжести не по- 
< 


16) Въ виду важности основныхъ законовъ движен!я приводимъ и по- 
длинную ихъ формулировку. 

Законъ [1 высказанъ такъ: «Согриз отпе регзеуегаге 1п {ам 
$ц0 ач1езсепа! уе! тоуепа! ип!огмИег 1п тест, п1$1 дча*епиз 
Шаа а уй1Ри$ 1прге$$1$ соёаг затат зуит тчЁаге». 

Законъ П. МиаНопет тофи$ ргорогИопа!ет ез5е у! тосе 
Г1пргеззае её Нег! зесипаит Ппеат гес4ат ачца у1$ Ша прёт аг. 

Законъ ПШ. Асйоп! сопгагат зетрег её едиа]ет еззе геасйо- 


пет: $1уе согрогим Ччогит ас опез ш зе шиио зетрег еззе . 


еаца]ез её 1п рагёез сопёгаг!а$ 411151. 

Первый законь представляетъ для точнаго перевода н$которыя за- 
труднен!я именно по отношен!ю къ словамъ «регзеуегаге» и «115! диаепиз». 
Слово регзеуегаге, какъ уже упомянуто въ прим. 7, включаеть въ себЪ 
поняте о стойкости или упорств$ въ сохранен!и чего-либо. Но кромЪ того 
оно можеть включать и поняте о длительности сохраненя или пребывая, 
и въ этомъ смысл$ оно или, точнфе говоря, соотвфтетвующее ему суще- 
ствительное «регзеуегапйа» употреблено‘ Ньютономъ въ пояснейи поняття 
объ абсолютномъ времени, гдф сказано прямо: Чаганйо зеи регзеуегапиа. 
ех1{епНае, т.-е. длительность или продолжительность существован1я. ©С0- 
образно тому, какой смысль придать слову регзеуегаге, надо придавать 
и смыель словамъ 0151 ацаёепиз, т.-е. ограчинен1я въ смыелв времени или 


въ смыслЪ количества, и тогда ихъ надо переводить или словами: «до 


тЪхъ поръ пока» или просто «пока» въ первомъ случаЪ и словами: «кромь 
того поскольку» или просто «поскольку не» во второмъ. Такимъ образомъ 
въ первомъ толковани первый законъ можно перевести такъ: «Всякое 
ТЪло продолжаетъ пребывать въ своемъ состоян!и покоя или 
равномфрнаго и прямолинейнато движен1я, пока приложенныя 


СЫ 


буждаетъ это тфло внизъ. Волчокъ, коего части велфдетве взаимнаго 
сцфплен1я отвлекаютъ другь друга отъ прямолинейнаго движен!я, не пере- 
<стаетъь вращаться (равномЪрно) поскольку это вращене не замедляется 
сопротивлешемъ воздуха. Большя же массы планетъ и кометъь сохраняють 
свои движевя, какъ поступательныя, такъ и вращательныя, совершаю- 
ппяся въ пространствахъ мене сопротивляющихся дольше. 


Законъ 1. 


Измьнеще количества движеная пропорийонально приложенной дви- 
эжущей силь и происходийз по направлению той прямой, по которой 
эта сила дъйствуетз. 


Если какая-нибудь сила производить нкоторое количество движе- 
ня, то двойная сила произведетъь двойное, тройная — тройное, будутъ ли 


силы не понудятъ его изм$нить это состоян1е». Во второмъ толко- 
ванйи этотъ законъ можно перевести такъ: «Всякое т$ло удерживаетъ 
свое состоян1е покоя или равномфрнаго и прямолинейнаго дви- 
жен1я, поскольку оно не понуждается приложенными силами 
изм$нять это состоян!е». 

Въ первомъ толковав1и будетъ оттфнено, что одного только времени 
недостаточно для измфненя состоятя покоя или равномфрнаго и прямо- 
линейнаго движен!я тфла, необходимо еще дфйстве силы., Во второмъ, что 
тБло лишь постольку удерживаеть свое состояе покоя или равном рнаго 
и прямолинейнаго движен!я поскольку, внЪшн!я силы ему въ томъ не пре- 
пятствуютъ. Въ пояснени въ первыхъ двухъ примфрахъ какъ бы оттф- 
няется второе толкован1е, причемъ въ первомъ повторено выражен!е «рег- 
зеуегапЕ п151 дазепиз», въ третьемъ же сказано просто «сохраняютъ»— 
сопзегуап, и подчеркнута именно длительность этого сохраненйя. 

Такимъ образомъ латинсвый текстъ включаетъ въ себЪ одновременно 
оба толковавя или»оба понят!я и словомъ «регзеуегаге» Ньютонъ исполь- 
зовалъ всю силу латинскаго языка. Сочетать совершенно точно въ рус- 
скомъ переводЪ оба толковашя я не съумфлъ, и въ той формулировкЪ, 
которая дана въ текстЪ, второе толкован!е какъ бы н$еколько переси- 
ливаетъ. 5 

Какъ при формулировк%, такъ и при пояснени второго закона под- 
разумЪвается, что продолжительность дЪйств1я силы или постоянная или 
одна и та же для сравниваемыхъ силъ. Въ непосредственной связи со 
вторымъ закономъ находится лемма Х, въ которой показывается, что въ 
предфлЪ для безконечно-малыхъ промежутковъ времени измфнен1я скорости 
тВла, а значить и количества движеня, производимыя силою, пропоршо- 
нальны времени, пройденное же тфломъ по направленю силы пространство 
пропорнонально квадрату времени. Эта лемма въ связи со вторымъ зако- 
номъ и съ понятемъ объ «ускореи» въ его теперешнемъ смысл и уста- 
навливаетъ пропорцюональность силы ускорен!ю. ` 

Въ поучени’ въ конц отдфла о законахъ движеня Ньютонъ особенно 
подробно останавливается на третьемъ закон, показывая какъ подтверж- 
дея его опытами, такъ и важныя его примБнен!я во вебхъ случаяхъ, 
тдЪ дЪло идетъ не объ одномъ, а о н$сколькихъ тфлахъ, дЪйствующихь 
друтъ на друга. =“ 


в 


онф приложены разомъ вс вмфстф или же послфдовательно и постепенно. 
Это количество движен1я, которое всегда происходитъ по тому же напра- 
влев!ю какъ и производящая его сила, если тЪло уже находилось въ дви- 
женшм при совпадени направлевй, прилагается къ количеству движен!я 
тфла, бывшему ранфе, при противоположности вычитается, при наклонности 
прилагается наклонно и соединяется съ бывшимъ ранфе сообразно вели- 
чинЪ и направлению каждаго изъ нихъ. 


Законъ 1!!. 


Дьйствио вседа есть равное и противоположное противодъйствве, 
иначе взаимодъйствя двухь тьль друз на друа между собою равны и 


направлены в5 противополоэжныя ‚стороны. 

Если что-либо давить на что-нибудь другое или тянетъ его, то оно 
само этимъ послфднимъ давится или тянется. Если кто нажимаетъ паль- 
цемъ на камень, то и палецъ его также нажимается камнемъ. Если ло- 
шаль тащитъ камень, привязанный къ канату, то и обратно (если можно 
такъ выразиться) она съ равнымъ усищемъ оттягивается къ камню, ибо 
натянутый канатъ своею упругостью производитъ одинаковое усиле на 
лошадь въ сторону камня и на камень въ сторону лошади, и насколько 
этоть канатъ препятствуетъ движеню лошади впередъ, настолько же онъ 
побуждаетъ движене впередъ камня. Если какое-нибудь т$ло, ударившись 
въ другое тфло, изм5няеть своею силою его количество‘ движеня на 
сколько-нибудь, то оно претерпитъ отъ силы второго тФла въ своемъ `с0б- 
ственномъ количеств движен!я то же самое изм$неше, но обратно напра- 
вленное, ибо давлетя этихъ тфлъ другъ на друга постоянно равны. Оть 
такихъ взаимодфйствй всегда происходять равныя измфнен!я не скоростей, 
а количествъ движеня, предполагая конечно, что тфла никакимъ другимъ 
усимямъ не подвергаются. Изм$нен!я скоростей, происходянйя также въ 
противоположныя стороны, будутъ обратно прспоршюональны массамъ тЪльъ, 
ибо количества движеня получаютъ равныя измфненя. Этотъ законъ 
имфетъ мЪсто и для притяжевй, какъ это будетъ доказано. въ поучени. 


| () СлБдствие |. 
При силахъь совокупныхь тъло описываеть дмональ параллело- 
рамма вз то же самое время, какз ею стороны при раздъльныхь 1). 
Если тфло при дЪйствыи въ мЪстЪ 4 (фиг. 1) одной только силы М. 
перенеслось бы въ продолжен1е заданнато промежутка времени равномЪр- 


17) Формулировка этого сл$детыя представляется при теперешнемъ 
изложенши необычной, и доказательство какъ бы ей несоотвЪтетвующимъ, 
ибо въ немъ предполагается, что когда т$ло описываетъ стороны или д1а- 
гональ параллелограмма, то оно движется равномфрно, т.-е. силы на него. 
не дЪйствуютъ, а теорема выеказана такъ, что можно думать, что стороны. 
й дагональ параллелограмма описываются при продолжающемея дЪфйствыши 


нымъ движенемъ изъ А въ В, и если бы при дЪйстыи въ томъ же мфот® 
одной только силы М№ оно перенеслось бы изъ А въ (0, то при дфйстви 
обфихъсилъ оно перенесется въ то же самое время изь А въ Г по даго- 
нали параллелограмма АБС. 

Такъ какъ сила № дЪйствуетъ ‘по направлен!ю прямой АС параллель- 
ной БО, то по второму закону эта сила нисколько не измфнитъ той ско- 
рости приближен!я къ прямой ВЛ, которая была произведена первою силою. 
СлЪдовательно, тфло въ продолжеше даннаго времени достигнетъ до ли- 
нш ВО, была ли сила № приложена или нЪтъ. На основав!и такого же 


силъ и притомъ силъ какихъ угодно, постоячныхъ или перемнныхъь и. 
въ продолжее какого-угодно, лишь бы во всёхъ случаяхъ того же са- 
маго промежутка времени. Но необходимо имфть въ виду второй законъ, 
по которому скорости, сообщаемыя разными вилами тому же тфлу, про- 
порцональны этимъ силамъ и такъ же направлены. Въ то время, когда 
были изданы «Начала» представлен!я скорости въ вид отрфзка прямой 
не было, почему вмфсто этого представленя Ньютонъ и беретъ тЪ пути, 
которые т5ло могло бы описать въ теченйе н$фкотораго произвольно задан- 
наго промежутка времени, и вотъ объ этомъ-то времени послЪ прекращен!я 
дЪйстыя силы и идетъ рЪ$чь въ теоремЪ. Такимъ образомъ эта теорема 
при теперешней терминолойи составляетъ не что иное, какъ сложене коли- 
чествъ движен1я по правилу параллелограмма. Первыя слова доказательства 
также весьма кратки, если развить подробно ихъ смыслъ, то можно бы 
передать его такъ: «сила М, дЪйствуя одна, могла бы сообщить тфлу въ 
продолжене нЪкотораго промежутка времени { такую скорость, что т$ло, 
двигаясь затЪмъ изъ точки А съ этою скоростью равном$рно, прошло бы 
въ течене даннаго промежутка времени 7’ путь АВ. Сила М, дЪйствуя‘ 
одна, могла бы сообщить въ продолжене того же промежутка & такую ско- 
роеть, что тЪло, двигаясь зат$мъ съ этою скоростью равномфрно, прошло бы 
въ течен!е даннаго промежутка времени Т путь АС, тогда”если бы на 
т$ло дЪйствовали одновременно и совмфетно въ течен1е того же промежутка 
времени & 0обЪ силы М и №, то онф сообщили бы т$лу такую скорость, 
что тфло, двигаясь зат$мъ съ этою скоростью равном$рно, прошло бы въ 
течен!е даннаго промежутка времени 7’ путь 4.0), представляюций\ д1агональ 
параллелограмма АВОСЬ». 

Вторая часть доказательства изложена подробно и ею вполнЪ разъ- 
ясняется смыслъ, который надо придавать какъ теорем, такъ и че вполн® 
ясно выраженной первой части доказательства. Можно думать, что потому 
и теорема и начало ея доказательства и высказаны такъ неопредБленно, 
чтобы побудить читателя проел$дить доказательетво до конца, и самому 
восполнить краткость формулировки. 

Ньютоново доказательство отнюдь не предполагаетъ, что т$ло до дЪй- 
ствя силъ находилось въ покоф, въ немъ также не оговорено, въ продол- 
жене какого промежутка времени силы М и М сообщали тЪлу скорости, 
Этотъ промежутокъ времени можетъ быть безконечно малъ, все равно со- 
обшенныя скорости будуть пропорцональны силамъ, а это значить, что 
силы Ми М могуть быть не только постоянныя, но и перем$нныя; въ 
этомъ послфднемъ случа надо предполагать сказанный промежутокъ без- 
конечно малымъ и переходить къ предфлу. ЗдЬсь Ньютонъ на этомъ не 
останавливается, но дальше въ леммЪ Х и въ предложевши Т онъ на это 
обращаетъ вниман!е. 


разсужден!я, къ концу Того же промежутка времени тЪло должно нахо- 
диться и гдф-либо на прямой СО, сл$довательно, оно должно быть въ 
ихъ перес$чени Г. Переходить же оно изъ А въ )) прямолинейно на 
основаёи закона, ТГ. 


Слёдетые И. 


Отсюда явствуеть составлеще силы направленной по АП изз ка- 
китз-либо двухь наклоненныхь друз кь друуу АВ и ВД и, наобороть, 
фазложенае любой силы направленной по АП на наклонныя АВи ВБ. 
Кан это сложене, такз и разложенще безпрестаино подтверждаются 


вё учени о машинать 1). 

Такъ пусть къ точкамъ Ми М (фиг. За) колеса, взятымъ на ра- 
дусахъ его ОМ и ОМ въ неодинаковомъ ‘разстояи отъ центра, подв®- 
шены на нитяхъ грузы А и Р, и требуется опредЪлить усиля, съ которыми 
эти грузы стремятся вращать колесо. 

Черезъ центръ О проводится прямая КОГ, перпендикулярно къ ни- 
тямъ и пересфкающая ихъ въ К и Г); центромъ О и большимъ изъ раз- 
стояй ОД проводится кругъ перес$каюций МА въ Ш) и строятся пря- 
мыя: ЮС перпендикулярно къ 00, и АС ей параллельно. Такъ какъ 
ничто не измфнится отъ того, будутъ ли точки А, Г, О нитей прикр$плены 
къ плоскости колеса или нфтъ, то дЪйстве грузовъ будетъ одно и то же, 
подвфсить ли ихъ въ точкахъ К и Г, или въ точкахъ Ри Г. Но если 
полную величину в%са груза А представить лишей АД, то этотъ вЪеъ 
разлагается на силы АС и СО, изъ коихь АС дЪфйствующая по направле- 
ню радуса ОД прямо отъ центра не имфетъ значен1я для вращен1я колеса, 
вторая же сила, дЪйствующая перпендикулярно къ радусу ОД, имЪетъ та- 
кое же значеше, какъ если бы она дЪйствовала перпендикулярно радусу ОГ, 
равному ОД, т.-е. такое же, какъ вфсъ груза Р, если его взять такимъ, 
чтобы онъ относился къ вфсу А’ какъ длина ОС къ ЛА. 

Но по подобно треугольниковьъ ДАС и КОР и равенству ОД и ОГ, 
будетъ: 

)С: РА = ОК : ОГ, 
слфдовательно, когда в5са А и Р обратно пропорцюнальны плечам ОК и 
ОГ, составляющимъ продолжев!я одно другого, то ихъ дфйстя ‘равно- 
сильны и они будутъ находиться въ равнов$еи, это и есть извфетное 


13)’ Такъ какъ сообщаемыя въ продолженйе равныхъ промежутковъ 
времени количества движен!я, а для того же самаго тфла скорости имфютъ 
направлен!я дЪйствующихь силъ и пропорцюнальны имъ, въ предыду- 
щемъ же слЪдетыи показано, что эти количества движеня или скорости 
слагаются по правилу параллелограмма, то, какъ и сказано въ этомъ сл д- 
СТВ, «сложене и разложене силъ явствуетъь изъ предыдущаго сл$детвая». 
Заключительныя его слова суть: «ех тесвапса», но по дальн®йшему из- 
ложеню и по предисловию автора видно, что подъ этимъ словомъ здЪсь 
надо разумЪБтТь «учене о машинахъ»; а не «механику» вообще. 


Е ь 
свойство вЪсовъ, рычага и ворота. Когда который нибудь изъ двухъ гру- 
зовъ будетъ больше нежели въ этомъ отношенши, то и усише къ вращен!ю 
колеса будетъ соотвЪтственно больше. 

Пусть грузъ р, коего вЪсъ равенъ в$су груза Р, отчасти подвфшенъ 
на нити № (фиг. 25), частью же поддерживается наклонною плоскостью (4. 

Если провести прямыя рМ/и М№Н соотвфтственно перпендикулярно 
торизонтальной плоскости и плоскости (С, то предетавивъ черезъ рН на- 
правленную внизъ силу '°), равную вЪ$су груза р, можно ее разложить на 
силы рМ и НМ. 

Если плоскость ©, перес$кающая данную плоскость С по горизон- 
тальной прямой, будетъь взята перпендикулярно направленйю нити рМ, и 
трузъ р поддерживался бы лишь этими двумя плоскостями, то онъ да- 
вилъ бы на эти. плоскости съ силами р№М и НМ соотвфтственно этимъ 
плоскостямъь перпендикулярными, т.-е. на плоскость @ силою рМ№ и на 
плоскость @ силою НМ№. Поэтому, если убрать плоскость @, чтобы грузъ 
натягивалъ нить, то такъ какъ нить, поддерживая грузъ теперь зам$няетъ 
убранную прочь ‘плоскость @, то она будетъ натянута съ тою самою 
силою р№, которая раньше давила на плоскость. Слфдовательно, натяжене 
этой наклонной нити будетъ такъ относиться къ натяженшю той другой 
‚отвесной нити МР, какъ длина рМ№ къ РН. Поэтому, еели отношене 
вса груза р къ вЪсу груза А будетъ равно отношению, составленному 
изъ отношея длинъ рН къ РМ и обратнаго отношен!я кратчайшихьъ раз- 
стояЙ отъ центра колеса до нитей подвЪса р№ и АМ этихъ грузовъ, 
то ихъ дЪйстыя на колесо будутъ одинаковы и они будуть взаимно 
уравновфшиваться, что всяюмй можеть испытать. 

Грузъ р надавливаюпий на вышеуказанныя дв$ наклонныя плоскости, 
находится въ условмяхъ, подобныхъ т$мъ какъ клинъ, коего грани и были бы 
эти плоскости, сл$довательно, можно опредЪлить соотношеше между силами 
клина и молота, а именно давлене на грань @ такъ относится къ сил, 
дЪйствующей на клинъ по направленю прямой рН отъ в$са ли его или 
оть удара молота, какъ рМУ относится къ ры, къ давлению же на вторую 
трань @, какъ рМ№ къ МН. 


?) При сложеши и разложеши силъ по правилу параллелограмма Нью- 
тонь обыкновенно строить лишь стороны той ломанной, коей замыкающая 
и есть равнодЪйствующая предложенныхъ или искомыхъ силъ. КромЪ того, 
онъ часто дфлаеть это построете гдЪ-нибудь не заботясь о томъ, чтобы 
стороны и дагональ параллелограмма сходились именно въ точкЪ приложеня 
этихъ силь, построене служить ему не для нагляднаго представленя всеЪхъ 
трехъ элементовъ силы, т.-е. точки приложен!я, величины и направленя, 
а лишь для установлен я соотношенй между величинами составляющихъ 
и равнодЪйствующей и направлен1ями ихъ; наконепъь онъ часто дфлаетъ 
построен такъ, что сила какъ бы направлена къ точк$ схода сторонъ и 
длатонали, а не оть нея, какъ это принято теперь. Поэтому а 
у него построев1я представляются теперь нфеколько необычными, но НЕ 
собою очевидно, какъ отъ нихъ перейти къ принятымъ теперь. Он 


и сила винта найдется подобнымъ же разложенщемтъ, ибо 
онъ не что иное какъ клинъ, вгоняемый рычагомъ. 

Примфнене этого слфдетвыя весьма широкое, ‘и благодаря этому широ- 
кому примфненю справедливость его постоянно обнаруживается, ибо отъ 
вышесказаннаго зависитъ все учен1е о машинахъ разными авторами изла- 
таемое различнымъ образомъ. Пользуясь этимъ же слфдетыемъ легко вы- 
водятся соотношеня между усищмями въ машинахъ составленныхъ изъ 
колесъ, барабановъ, воротовъ, рычаговъ, блоковъ, натянутыхъ канатовъ и 
другихъ механизмовъ 29) и вфсами грузовъ поднимаемыхъ или прямо, или 
наклонно, а также силы связокъ приводящихъ въ движеве кости жи- 
вотныхъ. 


СлБдстые 1. 


Количество движеня получаемое беря сумму количеств» движенйя, 
кода они совершаются в5 одну сторону и разность, когда они совер 
нелотся в5 стороны противоположныя, не измъняется отз взаимодьй- 


ствя тъль между собою 2'). 

Такъ какъ по ПШ-му закону дЪйстые и противодЪйстве между собою 
равны и противоположны, то по П-му закону они производятъ равныя 
измфненя количествъ движен!я направленныя въ противоположныя сто- 
роны. Такимъ образомъ, если движеня двухъ тблъ направлены въ одну 
сторону, то, что приложится ‘къ количеству движен!я т$ла идущаго впе- 
реди, то вычтется изъ количества движеня тфла за нимъ слфдующаго, и 
сумма количествъ движен!я обоихъ тфлъ останется прежняя. Если же т ла 
движутся въ противоположныя стороны, то вычтется поровну изъ коли- 
чествъ движеня каждаго изъ нихъ, и, слФдовательно, разность количествъ 
движен!я направленныхъ въ обратныя стороны останется безъ перем$ны. 

Пусть масса шара А втрое больше массы шара В и скорость его 
заключаетъ дв части, такихъ, коихъ скорость послфдующаго за нимъ 
шара В заключаеть десять, и движеше шаровъ происходить по той же 
самой прямой. Количества движешя А и В будуть относиться какъ 6. 
къ 10; положимъ, что эти количества соотвфтственно равны 6 и 10 ча- 


20) Здъесь словомъ «механизмовъ» переведены слова «роеп Из тесра- 
01615» равносильныя словамъ «паср!115» и очевидно употребленныя, чтобы 
избЪжать повторен!я этого послфдняго (ем. пр. 2). 

21) Въ «Началахь» строго проводится, почти исключительно, чисто. 
геометрическое изложене, совершенно избфгая алгебры, поэтому законъ 
сохранен!я количествъ движения и высказанъ въ такой формЪ, что еловъ. 
«алгебраическая сумма» не встр$чается. КромЪ того, какъ теорема. такъ и 
ея доказательство какъ бы ограничиваютъь этотъ законъ случаемъ движен!я 
двухь тфль по той же самой прямой. Но сказанное относительно косвен- 
наго удара, въ особенности же законъ сохраненя движешя центра, тяжести 
показываютъ, что Ньютонъ не ограничивался этимъ частнымъ случаемъ, 
во счель лишь излишнимъ излагать этоть вопросъ подробн®е. 


р АЕ 


стямъ, такъ, что сумма ихъ равна 16. При встрфчБ тфль, если т$ло А 
пр1обрЪтетъ количество движен!я равное 3, 4 или 5 частямъ, то тфло В утра- 
тить столько же частей, и, сл$довательно, посл отражен1я тЪло 4 нойдетъ, 
имЪя количество движен!я равное 9, 10 или 11 частямъ, тфло же В будетъ 
имфть или 7 или 6 или 5 частей, такъ, что сумма все время остается 
равной 16 какъ и раньше. Если бы тфло А пробрфло 9, 10, 11 или 12 
частей, и, слБдовательно, послЪ встр$чи шло бы имфя количество движен1я 
равное 15, 16, 17 или 18, то тфло В; потерявъ столько же, сколько пр!обр®- 
тено тфломъ 4, или идеть впередъ съ 1 частью посл потери 9, или на- 
ходится въ покоф при потерЪ 10 частей, или же идетъ назадъ потерявъ 
не только все свое количество движевя, но еще (какъ сказано выше), и 
одну часть въ добавокъ; или же при потер 12 частей идетъ назадь съ 
количествомъ движен!я равнымъ 2. Такимъ образомъ суммы количествъ 
движеня направленныхъ въ ту же сторону какъ (15-1) или (16 0) и 
разности направленныхъ въ противоположныя какъ (17 —1) или (18— 2) 
составляютъ постоянно 16 какъ то было до встрЪчи и отражен!я. Найдя 
количества движен1я, которыми обладаютъ тфла послЪ отраженя, опред%- 
лимъ и скорости каждаго изъ нихъ, ибо каждая изъ этихъ скоростей такъ 
относится къ скорости бывшей до удара, какъ количества движеня со- 
отвфтетвующаго тЪла послЪ и до удара. Такъ, напр., для послФдняго слу- 
чая тфла А, коего количество движен1я до удара было равно 6 и скорость 2, 
посл же отражен1я количество движея стало 18, то скорость будетъ 6, 
какъ это слФдуетъ изъ пропорщи 18:6 —=6:2. 

Когда тбла не сферичесыя или же двигаясь по разнымъ прямымъ 
соударяются косвенно, и требуется найти количества лвиженя ихъ послЪ 
отражен!я, то необходимо сперва найти положен!е плоскости, касающейся 
обоихъ тфлъ въ точкЪ ихъ встр$чи, зат$мъ количество движеня каждаго 
тла разложить на два (по слЪд. П), одно перпендикулярно сказанной 
плоскости, другое ей параллельно. Количества движеня параллельныя плос- 
кости сохранятся безъ измфнен!я, ибо взаимодЪйстне тЪль происходить по 
прямой перпендикулярной этой плоскости. Количества же движен!я перпен- 
дикулярныя получаютъ равныя и противоположныя измфнен!я, такъ что 
сумма этихъ количествъ движен!я, когда они направлены въ одну сторону, 
и разность, когда они направлены въ стороны обратныя, остается тою же 
самою, какая была до удара. Отъ отражевй подобнаго рода могуть проие- 
ходить и вращательныя движешя тфлъ около ихъ собственныхъ центровъ, 
но такихь случаевъ я въ дальнфИшемъ не разсматриваю и было бы весьма 
долго излагать все сюда относящееся. 


Слдетые ШУ. 


Центрз тяжести системы двухь или нльсколькить тмьль от вза- 
имодъйствя тиьль друз на дру не измъияеть ни своею состоящя 
покоя ни движеня; поэтому чентръ тяжести системы всъхь 0%%- 


ИМ 


ствующихь дру на друа тъль (при отсутствии вньшнихь дъйствй 
и препятств), или находится в5 покоъ, или движется равномърно 
% прямолинейно. 

Въ самомъ дфлЪ, если двЪ точки перемфщаются равномЪфрно по пря- 
°мымъ лишямъ, и разстоянйе между ними раздЪляется въ заданномъ отно 
шен!и, то и точка раздфла или находится въ покоф или движется равно- 
мЪрно по прямой. Это будетъ доказано въ леммЪ ХХПП и ея слЪдетви 
для того случая, когда движеше обфихъ точекъ происходитъ въ одной 
плоскости, такимъ же разсуждетемъ это могло бы быть доказано и для 
того случая, когда движен!я совершаются не въ одной плоскости. СлЪдо- 
вательно, если каюя-либо тфла движутся равномфрно и прямолинейно, то 
центръ тяжести любой пары ихъ или покоится или движется равном$рно 
по прямой, и кром$ того прямая соединяющая сказанные прямолинейно 
перем щаюпиеся центры тяжести тЪлъ, раздфляется общимъ ихъ центромъ 
тяжести въ постоянномъ отношения. 

Подобнымъ же образомъ обний центръ тяжести этихъ двухъ тфль и 
третьяго или покоится, или движется равномфрно по прямой, ибо и имъ 
разстоян!е между общимъ центромъ тяжести пары тфлъ‘и центромъ тя- 
жести третьяго раздфляется въ постоянномъ отношенш. Точно также общий 
центръ тяжести этихъ трехъ тфль и какого-либо четвертаго или покоится, 
или движется равномфрно по прямой, ибо и имъ разстояе между цеЕ- 
тромъ тяжести системы трехъ тфлъ и центромъ тяжести четвертаго раздЪ- 
ляется въ постоянномъ отношеши и т. д. до безконечности. 

Слфдовательно, въ систем тфлъ между которыми нётЪ никакихь 
взаимодфйствй, и которыя не подвержены никакимъ внфшнимъ силамъ, 
такъ что каждое изъ этихъ тфль въ отдфльности движется равномфрно по 
своему прямолинейному пути, общий центръ тяжести или покоится, или 
движется равномфрно и прямолинейно. } 

ДалЪфе, такъ какъ въ систем двухъ тфлъ -дфйствующихь другъ на 
друга, разстоян!е центра тяжести каждаго изъ нихъ до общаго центра 
тяжести системы обратно пропорцонально массамъ тЪлъ, то относительныя 
количества движеня, съ которыми оба тфла или приближаются къ этому 
центру или отъ него удаляются, между собою равны. Велфдетве этого, 
-сказанный центръ тяжести системы не претерпитъ, отъ происходящихъ 
въ противоположныхъ направленяхъ равныхъ измЪнев!й количествъ дви- 
женя, вызываемыхъ дфйстнемъ тфль другъ на друга, ни ускореня, ни 
замедлен!я въ своемъ движеши и не измфнитЪъ своего состоявйя покоя или 
равномЪрнаго и прямолинейнаго движен1я. | 

Въ систем многихъ тфлъ центръ тяжести зобой пары ихъ дЪйствую- 
щихъ другъ на друга, не претери$ваетъ отъ этого взаимодфйствя никакого 
‘‚измфнен!я своего состояня, общий центръ тяжести остальныхь тЪль, кото- 
рыхъ это взаимодёйстве не касается, тБмъ болфе не измфнитъ своего со- 
‚стояня. Разстояне центра тяжести этихъ двухъ тфль до общаго центра 
тяжести всЪхъ остальныхъ раздфляется центромъ тяжести всей системы на 
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части обратно пропорщональныя суммамъ массъ взятой пары тЪлъ и всЪхъ. 
прочихъ, т.-е. въ постоянномъ отношенш. Отсюда слфдуетъ, что, такъ какъ. 
центръ тяжести двухъ взятыхъ тфлъ сохраняетъ свое состояшще, то и обний 
центръ тяжести всей системы его сохраняетъ, и, слЪдовательно, отъ дЪй- 
стыя двухъ тфлъ другь на друга онъ не измфняетъ своего состоян!я покоя 
или равномфрнаго прямолинейнаго движен!я. Но въ систем® многихъ т%лъ, 
всф дфйстыя между тЪлами состоять или изъ взаимодЪйстый одного тЪла 
на другое, или же они составляются изъ такихъ взаимодЪйств!й между 
двумя тфлами, и, слЪдовательно, они не вшяютъ на измфнен!е состояейя, 
покоя или движеня центра тяжести этой системы. 

Такъ какъ центръ тяжести системы, когда взаимодфйстый между 
тфлами н$тъ, или покоится, или движется равномЪрно и прямолинейно, 
то на основан и сказаннаго выше несмотря на взаимодЪйстня тЪфлъ онъ. 
будетъ продолжать все время или покоиться или двигаться равном$рно и 
прямолинейно, если только онъ не будетъ выведенъ изъ этого состояя! 
силами дфйствующими извн%. 

СлЪдовательно, по отношеню къ центру тяжести системы нЪсколь-- 
кихъ тфль имфетъ мфсто.тотъ же самый законъ сохраненйя состоянйя по- 
коя или равном$рнаго и прямолинейнаго движен!я какъ и для одного тфла. 
Такимъ образомъ поступательное количество движеня отдФльнаго ли т$ла 
или системы т$лъ надо всегда разсчитывать по движению центра тяжести 
ихъ ??). 


Сл5дстые У. У“ 


Относительныя движешя дру по отношению кз дру тъль за- 
‚ ключенныхь в5 какомз-либо пространствь одинаковы покоится ли это, 


пространство или движется равномърно и прямолинейно безь вращеня. 
Такъ какъ разности **) движен!й направленныхъ въ ту же сторону и 
суммы направленныхъ въ стороны противоположныя одинаковы въ обоихъ. 


22) Длиннота доказательства закона сохранен1я движен!я центра тяжести 
системы происходитъ единственно отъ того, что не примФненъ аналити- 
ческй способъ, но зато при изложенномъ доказательств® ясно видна связь 
этого закона съ предыдущимъ. 

Формулировка предложен!я обнимаетъ лишь частный случай общаго 
закона о движенши пентра тяжести системы тЪль, но заключительныя слова 
доказательства, о разсчетВ количества движеня, заставляютъ думать, что. 
Ньютону былъ извЪстенъ и этоть законъ. На это указываютъ также за- 
ключительныя слова доказательства пред. ХУ, въ которомъ разематри- 
вается движене системы многихъ малыхъ тфлъ около одного большого: 
центральнаго и гдЪ сказано: «центръ тяжести системы будетъь описывать 
вокругь большого тфла коническое сфчеше и радтусомъ проводимымъ къ. 
этому наибольшему будутъ описываться площади пропорщональныя си 
менамъ». 

23) Выраженше «разности какихъ-либо величинъ когда он направлены 
въ одну сторону или суммы, когда он$ направлены въ стороны противо- 
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случаяхъ (какъ это ел$дуеть изъ условй), всБ же усишя, съ которыми 
тфла дЪйствуютъ другъ на друга при столкновеняхъ зависятъ лишь отъ 
этихъ разностей или суммъ, то по П-му закону послфдетвая столкновенй 
будуть равныя въ обоихъ случаяхъ, и, слфдовательно, относительныя дви- 
женя останутся въ обоихъ случаяхъ одинаковыми. Это подтверждается 
`° обильно опытами. ВсЪ движеня на кораблЪ совершаются одинаково, нахо- 
дитея ли онъ въ покоф или движется равномфрно и прямолинейно. 


Сл5детве У. 


Если нюсколько тмьль движущихся какз бы то ни было дру отно- 
сительно дру будеть подвержено дъйствио равныхь ускоряющихь сил 
направленныхь по параллельнымь между собою прямым, то эти тьла 
будут» продолжать деилатося друз относительно дру также какз 
если бы сказанныя силы на нить не дюйствовали. 

Такъ какъ эти силы, дфйствуя на всф тБла одинаково (соотвЪтственно 
массамъ движущихся т$флъ), и по направленямъ параллельнымъ будутъ 
сообщать ве$мъ тфламъ одинаковыя скорости (по П-му закону), то онф ни 
въ чемъ не изм$нятъ ни положенй, ни т тЪлъ другь относительно 


друга. И 


\ 


Поучене. 


До сихъ поръ я излагалъ начала принятыя математиками и подтверж- 
даемыя многочисленными опытами. Пользуясь первыми двумя законами и 
первыми двумя слфдетыями Галилей нашелъ, что падеше тфлъ пропоршо- 
нально квадрату времени и, что движене брошенныхъ тфль происходить 
по парабол$; это подтверждается опытомъ нчоскольку такое движене не пре- 
терп$ваетъ замедленя отъ сопротивлен!я воздуха. При паден!и тфла, сила 
тяжести въ отдфльные равные между собою весьма малые промежутки вре- 
мени, дЪйствуя одинаково, сообщаетъ этому тфлу равныя количества дви- 


положныя», встрфчается въ «Началахъ» нфсколько разъ и по своему смыслу 
равносильно теперешнему термину «геометрическая разность» какихъ-либо 
вектор!альныхъ величинъ. Когда же говорится: «суммы какихъ-либо вели- 
чинъ, когда онф направлены въ ту же сторону и разности, когда он на- 
правлены въ стороны противоположныя», то это равносильно теперешнему 
термину «геометрическая сумма», и при пояснен!и второго закона упомянуто 
о такомъ геометрическомъ сложен количествъ движеня. Въ другихъ слу- 
чаяхъ такого упоминая не д$лается. 

Подъ словами «движен!е» здфсь подразумваются перемфщен1я и ско- 
рости. 

Геометрическая разности, о которыхъ идетъ рфчь въ этомъ предло- 
женши суть геометрическя разности перемБщен!й и скоростей ве$хъ тфлъ 
системы и одного изъ нихъ, относительно котораго движен!е прочихъ опре- 
дфляется, 


р 


женя **) и производить равныя скорости, слЪдовательно, за, все время дви- 
жен!я она сообщаеть тЪлу полныя количества движен!я и скорости про- 
поршюональныя времени. Пространства проходимыя въ пропорцюнальныя 
времена будутъ относиться какъ произведенмя скорости и времени, т.-е. 
какь квадраты времени. Т%флу, подброшенному вверхъ (вертикально), тя- 
жесть сообщаетъ равномфрно количества движевя 2) пропорщональныя вре- 
мени и уменьшаетъ скорость также пропорпюнально времени, такъ, что 
времена подъема до наибольшей высоты пропорпюнальны той скорости, 
которая подлежитъ уничтожен!ю, самыя же эти высоты пропорцональны 
скорости и времени, т.-е. пропорциональны квадрату скорости. 

Движене тфла брошеннаго по какой-нибудь прямой (наклонной къ 
торизонту) слагается изъ движешя по этой прямой происходящато отъ 
назальнаго толчка и изъ движен!я происходящаго оть силы тяжести. 
Такъ если бы тЪло А (фиг. 3) въ своемъ движени только отъ толчка опи- 
сало бы въ данное время прямолинейный путь АВ; подъ вмянемъ же 
только силы тяжести падая внизъь путь АС, то дополнивъ параллело- 
траммь АВСО, получимъ въ точкз П место тфла въ конц разематри- 
ваемаго времени. Кривая АЕ, описанная тЪломъ есть касающаяся пря-’ 
мой АВ въ точк$ А парабола, ордината коей В пропорщональна АВ°. 

Оть тЪхъ же законовъ и елфдетвйй зависятъ извфстныя свойства, вре- 
менъ качан! маятниковъ, которыя подтверждаются ежедневнымъ опытомъ 
съ часами. 

Изъ этихъ же двухъ законовъ и изъ третьяго, кавалеръ Хр. Врень, 
Тоаннъ Уаллисв 5. Т.О. *) и Христанъ Гю@енсь, величайппе геометры нашего 
времени, вывели законы удара и отражев!я т$лъ и почти одновременно 
сообщили ихъ Королевскому обществу, причемъ ихъ выводы, во всемъ 
касающемся этихъ законовъ, между собою согласны. По времени обнаро- 
довав!я найденнаго, Уаллисъ былъ первымъ, затфмъ слБдовалъ Вренъ, за- 
тЪмъ Гюйгенсъ. Справедливость этихъ законовъ была подтверждена Уалли- 
сомъ передъ Королевскимъ обществомъ опытами съ маятниками. Эти опыты 
были затфмъ признаны знаменитымъ Л/арзотоме достойными быть изло- 
женными въ его книг, цфликомъ посвященной этому предмету. Однако, ^\ 
чтобы результаты такихъ опытовъ въ точности совпадали съ теорей, не- Г 
обходимо принять во внимаше какъ сопротивлеше воздуха, такъ и степень рр 
упругости соударяющихся т$лъ., | —7 

Пусть шары А и В (фиг. 4) подвфшаны на равныхъ и параллельныхъ 
нитяхъь АС, ВО изъ точекъ С и Л. Опишемъ изъ этихъ точекъ какъ изъ 
центровъь радусами ВД и АС полуокружности ЕАЕ и ЯВН. Отклонивъ 
тЪло А до точки В дуги ЕАЕГ и убравъ тфло ВБ, пускаемъ 4 качаться и 


2*) Въ текст сказано «уУтез» —силы, причемъ за «силу тбла» прини 
мается его количество движевшя. Въ перевод употребленъ теперешний 
терминъ. 

*) Засгозапсае Тнеооае Росог—Докторъ Богословя. 
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замфчаемъ ту точку Г, до которой оно дойдетъ посл одного полнаго раз- 
маха, тогда ВТ представляеть уменьшене величины размаха отъ сопро- 
тивленя воздуха. Пусть © есть четвертая часть ВИ, такъ расположенная 
по срединф этой дуги, чтобы Аб и ТТ были между собою равны, т.-е., 


чтобы было Аб = ТУ ов тогда ЭТ предетавитъ весьма близко влйя- 


не сопротивленйя воздуха при размахЪ оть 6 до А. Номфетимъ тфло В 
на его мфсто; если тфло А пустить изъ точки 6, то можно безъ чувстви- 
тельной потгрфшности принять, что его скорость при удар$ въ низшемъ 
его положени будетъ такая же, какъ если бы оно свободно падало въ 
пустотЪ изъ точки Т. Эту скорость можно представить хордой ТА, ибо 
извфстно, что скорость маятника въ низшей точкЪ его дуги пропоршональна 
хорд дуги его паденя. Пусть посл отраженя тфло А достигаетъ до 
точки 5 и т$ло В до точки №. Убравъ тфло В, опредфляемъ положен!е такой 
точки 9, изъ которой если пустить тфло А, то посл$ полнато размаха оно 


1 : 
приходить въ т, если тогда взять = 70 и помфетить точки $ и $ такъ, 


чтобы было 75 =, то хорда А представить ту скорость, которую имтЪеть 
тфло А посл отражешя, ибо & будетъ то истинное. и исправленное м$ето, 
до котораго могло бы дойти тфло А при отсутсти сопротивлен!я воздуха, 

Подобнымъ же образомъ исправляется и мЪсто ^, и находится та точка 1, 
до которой дошло бы тЪло В въ пустот. Производя вс испытан!я такимъ 
способомъ, мы какъ бы производимъ ихъ въ пустотф. Умноживъ затфмъ 
массу тфла А (если можно такъ выразиться) на хорду ТА, представляю- 
шую его скорость, получимъ его количество движен!я въ точкВ А передь 
самымъ моментомъ удара. Затфмъ умноживъ на А, получимъ его количе- 
ство движен!я послф отражен!я. Точно также надо массу тфла В умножить 
на хорду В[, чтобы получить его количество движен1я посл отражен1я. 
Подобнымъ образомъ находятся количества движет!я каждаго изъ двухъ 
тЪль какь передъ ударомъ, такъ и послБ отражевя и въ томъ случаЪ, 
когда они одновременно пускаются изъ разныхъ мЪфетъ, посл$ чего и можно 
сравнивать количества движен!я между собою и выводить послфдетвя удара 
и отражевя. 

Производя такимъ образомъ испытаня надъ маятниками длиною 
10 футь и надъ массами равными и неравными и пуская тфла такъ, чтобы 
они встрчались, пройдя большие промежутки, напр., 8, 12, 16 футъ, я по- 
лучаль съ ошибкою, меньшею 3 дюймовъ въ измревяхъ, что при пря- 
момъ ударф между тлами измфнен!я ихъ количествь движешя были 
равны и направлены въ стороны противоположныя, откуда слБдуетъ, что 
дЪъйств!е и противодфйстые между собою равны. Такъ, напр., если тфло А 
ударяло по покоющемуся тфлу В съ количествомъ движеюня, равнымъ де- 
вяти частямъ и потерявъ семь, продолжало движене съ двумя, то т$ло В 
отскакивало также съ количествомъ движеня, равнымъ семи. Когда 
тфла шли другь другу навстрфчу, напр., А съ количествомъ движен!я 
равнымъ двфнадцати и В съ количествомъ движевшя равнымъ шести, 


и если посл$ удара А шло въ обратную сторону съ количествомъ дви- 
женя равнымъ двумъ, то Б шло въ обратную сторону съ количеетвомъ 
движеня равнымъ восьми, т.-е. оба, тфла, какъ показываетъ вычитание, 
изм$няли свое количество движен!я на четырнадцать частей. Въ самомъ 
ДЪлЪ, если изъ количества движеня 4 вычесть двфнадцать, то останетея 
ноль, по вычет$ же еще‘двухъ, получится количество движевйя, равное 
двумъ, направленное въ обратную сторону, также по вычет четырнадцати 
изъ количества движен!1я тЪла В, равнаго шести, остается количество дви- 
женя, равное восьми, направленное въ обратную сторону. 

То же самое происходитъ и при движеи тФфлъь въ одну сторону: 
пусть, напр., тфло А идетъ болфе быстро и съ количествомъ движен!я 
четырнадцать, В медленнфе и съ количествомъ движевя равнымъ пяти, 
если посл удара А продолжаетъь идти съ количествомъ движен]я пять, 
то В пойдетъ съ четырнадцатью, получивъ девять частей отъ А. 

Подобное соотношее имфетъ мфето и въ остальныхьъ случаяхъ: пол- 
ное количество движеня, разсчитываемое взявъ сумму количествъ движе- 
я, когда они направлены въ одну сторону и разность, когда они напра- 
влены въ стороны противоположныя, никогда не измфняется отъ удара . 
при ветрЪчЪ т$лъ. 

Ошибки въ одинъ или два дюйма при измфрешяхъ слФдуетъ припи-. 
сать трудности произвести ихъ достаточно точно. Была также трудность | 
и въ томъ, чтобы пустить оба тфла такъ, чтобы они одновременно при- | 
ходили въ низшее свое положеше, а также, чтобы замфтить мфста $ и К, 
до которыхъ тла поднимались послф встрфчи. Неравномфрное распред$- 
лен!е плотности и неравномфрность строеня тЪлъ, происходяпия отъ слу- 
чайныхъ причинъ, приводятъ также къ погр5шностямъ. р 

Чтобы опровергнуть возражен!е противъ высказаннаго выше правила, 
для доказательства котораго эти опыты и производились, будто бы оно 
предполагаетъ, что тфла или абсолютно тверды, или вполнЪ упруги, т.-е. 
такая, какихъ въ природЪ не ветр$чается, добавлю, что описанные опыты 
удаются какъ съ тЪлами мягкими, такъ и съ жесткими и совершенно не 
зависятъ отъ степени твердости ихъ. Если это правило прилагать къ т6- 
ламъ не вполнф твердымъ, то необходимо лишь уменьшать скорость НЕ: 
женя сообразно степени упругости тёлъ. | #4 

По теори Врена и Гюйгенса тфла абсолютно твердыя отскакиваютъ | \\ 


одно оть другого 0 скоростью, равною скорости встрфчи. Точнфе, это \\ 


слфдовало бы сказать о тЪлахъ вполнЪ упругихъ. Въ тфлахъ не вполн® 
упругихь скорость расхожденя ‘должна быть уменьшаема соотв$тетвенно 
степени упругости. Эта степень упругости (если только тфла при удар! 
не повреждаются или не претерифваютъ удлиненй, какъ бы отъ ударовъ 
молотомъ) вполнф опредБленная и (какъ мнЪ кажется) производитъ то, 
что тфла расходятся съ такою относительною скоростью, которая соста- 
вляеть постоянную долю относительной скорости ихъ встрфчи. Такъ, 
напр., я производилъь слфдующ!е опыты надъ мячами, плотно смотанными 
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изъ шерсти и сильно зат$мъ обжатыми. Прежде всего пустивъ маятники 
и опред$лиръ отражене, я опредфлялъ степень упругости, затёмъ по най- 
денной степени упругости я разсчитываль отражене для другихъ случаевъ 
ударовъ и оно согласовалось съ опытомъ:—мячи всегда отскакивали другь 
отъ друга съ относительною скоростью, составлявшей отъ скорости ихъ 


5 
встрфчи РИ или около того. Почти съ такою же скоростью отскакивали 


стальные шары, пробковые— съ нЪеколько меньшей, для стеклянныхъ это 


ь 15 з 
отношен!1е было близко къ 6 * Такимъ образомъ третй законъ по отно- 


шенйо къ удару и отраженйю подтверждается теорей вполнЪ согласующейся 
съ опытомъ. 

= Относительно притяжен!я дЪфло можеть быть изложено вкратц® слЪ- 
дующимъ образомъ: между двумя взаимно притягивающимися тфлами надо 
вообразить помфщеннымъ какое-либо препятствые, мшающее ихъ сближе- 
ню. Если бы одно изъ тфлъ А притягивалось бы тфломъ В сильнЪфе, нежели 
т$ло В притягивается тфломъ А, то препятстве испытывало бы со сто- 
роны тЪла А большее давлене, нежели со стороны тфла В и, сл$дова- 
тельно, не осталось бы въ равновфаи. Преобладающее давлене вызвало бы 
движене системы, состоящей изъ этихъ двухъ тфлъ и препятетыя въ сто- 
рону тбла В и въ свободномъ пространствЪ$ эта система, двигаясь уско- 
ренно, ушла бы въ безконечность. Такое заключене нелфпо и противор$- 
чить первому закону, по которому система должна, бы оставаться въ своемъ 
состояи покоя, или равномфрнаго и прямолинейнато движеня. Отсюда 
слфдуетъ, что оба тфла давятъ на препятстве съ равными силами, а зна- 
чить и притягиваются взаимно съ таковыми же. 

Я производилъ подобный опытъ съ магнитомъ и желЪзомъ: если ихъ 
помфетить каждый въ отдфльный сосудъ и пустить плавать на, спокойной 
водф, такъ, чтобы сосуды взаимно касались, то ни тотъ, ни другой не при- 
ходятъ въ движен!е, но велФдстве равенства взаимнаго притяжешя сосуды 
испытывають равныя давлен!я и остаются въ равновЪаи. , 

Подобнымъ образомъ и притяжене между землею и отдфльными ея 
частями взаимно. Вообразимъ, что земля разсчена какою-либо иплос- 
костью ЕС (фиг. 5) на двЪ части ЕСЁЕ и Еа/—притяжевшя ихъ другъ дру- 
гомъ будуть равны. Въ самомъ дфлЪ, если отсфчь другою плоскостью НК 
параллельной ЕС отъ части ЕС. часть НКУ равную ЕЁ@, то яено, что 
средняя часть ЕСЁКН не будетъ испытывать ни отъ одной изъ крайнихъ 
большато притяженя, нежели отъ другой и будетъ находиться между ними 
какъ бы подвфшенной, оставаясь въ равновф1и и поко®. Но вся крайняя 
часть НУК всЪмъ своимъ вЪсомъ давитъ на среднюю ЁС-НК и побуждаетъ 
ее двигаться въ сторону другой крайней НЁС — слЪдовательно, сила, съ 
которою. сумма частей СНК и НБУ, т.-е. ЕС стремится къ ЕЁ, равна 
въеу (притяженио) части НКУ, т.-е. в5су части ВЕС, сл5довательно, при- 
тяженя другъ къ другу, т.-е. вЗса частей ЧЕЕ и СЕ-У другь на другЪ 
между собою равны, что я и имфлъ въ виду показать. Если бы эти вфса 


не были между собою равны, то вся земля, плавающая въ свободномъ 
эфирЪ, уступила бы большему вЪсу и подъ его дэйстыемъ ушла бы въ 
безконечность. 

Подобно тому, какъ при удар и отражен, тФла, коихъ скорости 
обратно. пропорцональны массамъ, равнозначущи, такъ и при движени 
механическихъ приборовъ дЪйствуюцщйя силы, коихъ скорости, взятыя по 
направленю самихъ силъ (проекщи скорости точки приложен!я каждой 
силы на направлене этой силы), обратно пропорцюнальны этимъ силамъ, 
равнозначущи между собою и при стремлен!и въ противоположныя стороны 
взаимно уравнов$шиваются. Такимъ образомъ въ стремлен!и привести въ 
движен!е коромысло в$совъ равнозначущи грузы обратно пропоршональные, 
т5мъ направленнымъ прямо вверхъ или внизъ, скоростямъ, кой они полу- 
чають при качаняхъ коромысла, т.-е. грузы поднимаюпиеся или опускаю- 
ппеся вертикально равнозначущи, если они обратно пропорциональны раз- 
стояямъ ихъ точекъ подвфса отъ ребра опоры коромысла. Если же эти 
грузы поднимаются или опускаются по наклоннымъ плоскостямъ, или 
по инымъ препятетвямъ, то они равнозначущи, когда они обратно про- 
порщюональны проекшямъ подъема или опускан!я на отв$сное направленте, ° 
т.-е. на направлене силы тяжести. 

Подобно этому въ блок или полиспаст$ усиме руки, тянущей снасть 
прямо, удержитъ прямо или наклонно поднимаемый грузъ въ равновфейи, 
если это усиме будетъ такъ относиться къ вЪсу груза, какъ скорость 
отвфенаго подъема груза относится къ скорости руки, тянущей снасть. 
Въ часахъ и подобныхъ имъ механизмахъ, состоящихъ изъ сцфиленныхъ 
между собою колесъ, дв силы взаимно противяцйяся, т.-е. таюя, изъ 
койхь одна способствуетъ, другая же сопротивляется движен!ю, нахо- 
дятея въ равновЪ си; если эти силы обратно пропорщональны скоростямъ 
тЪхъ частей колесъ, къ коимъ онф приложены. Сила винта, сжимающаго 
тЪло, такъ относится къ усил!ю руки, вращающей рукоятку, какъ окруж- 
ная скорость той точки рукоятки, гд$ усиме руки приложено, относится 
къ скорости поступан!я винта противъ сжимаемаго тфла. Силы, съ коими 
клинъ раздвигаетъь двЪ части раскалываемаго дерева, такъ относятся къ 
силЪ молота, бьющаго по клину, какъ скорость перемфщен!я клина въ 
направлени дЪйствующей отъ бьющаго его молота силы, относится къ 
<коростямъ, съ которыми части дерева уступаютъ клину, причемъ эти ско- 
рости надо брать по направленямъ, перпендикулярнымъ къ щекамъ клина. 
Совершенно подобно соотношен!е между силами и во всякаго рода маши- 
нахъ. Дфйствительность и назначее машинъ въ томъ только и состоитъ, 
чтобы уменьшая скорость увеличивать силу и наоборотъ, ибо во всБхъ. 
подобнаго рода приборахъ въ сущности р$шается такая задача:—задан- 
ный грузъ двигать заданною силою или же заданное сопротивле- 
н1е преодолБть заданнымъ усилемъ. 

Въ самомъ дфлф, если машина будеть устроена такимъ образомъ, 
‚чтобы скорости точекъ приложеня движущей силы и сопротивлен!я были 
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обратно пропорщональны этимъ силамъ, то движущая сила уравнов®ситъ 
сопротивлете, при ббльшемъ же отношен!и скоростей преодолФетъ его. Если: 
отступлене отъ пропорщональности скоростямъ будетъ таково, что будуть 
преодол$ваться сопротивлен1я, происходяпия отъ трен!я соприкасающихся 
и скользящихъ другъ по другу тБлъ, отъ сцфплен1я тфлъ непрерывныхъ 
и разъединяемыхъ, и оть подъема трузовъ, то за выключенемъ веЪхь 
этихъ сопротивлей; избыточная сила произведетъ ускорене пропорц1о- 
нальное ея величинЪ какъ въ частяхь машины, такъ и въ сопротивляю- 
щемся тЪл». 

ДальнЪфйшее изложен!е учен!я о машинахъ сюда не относится, я хо- 
т$лъ лишь показать сколь далеко простирается и сколь блатонадеженъ 
трети законъ движен!я. Если дЪйстые движущей силы оцфнивать пропор- 
тцонально произведению этой силы и скорости, и подобно этому противо- 
дЪйств1е. сопротивленй оцфнивать для каждой части въ отдфльности про- 
поршюнально произведеню ея скорости и встр$чаемаго ею сопротивлен1я, 
происходящаго отъ трен1я, сцфплен!я, вфса и ускорен!я *?), то во всякой 
машин дЪйстве, и противодЪйствне будутъ постоянно равны и поскольку 
дЪйств1е передается машиною, и въ конц концовъ прилагается къ сопро- 
тивляющемуся т$лу, то это посл$днее его значен!е будетъ обратно значен1ю 
противодЪфйетвя. 


25) Въ этихъ заключительныхъ словахъ поучен!я можно видЪть не 
только начало возможныхъ перемфщенй, въ его всеобъемлющемъ прило- 
женши къ ученшю о равнов$@и машинъ, т.-е. вообще системъ тБлъ съ пол- 
ною связью или одною степенью свободы, но и сущность принципа Далам- 
берта, лишь высказанную въ столь сжатой формЪ, что нуженъ былъ ген!й 
Лагранжа, чтобы это общее начало выразить одною математическою фор- 
мулою, включающей въ себЪ всю статику и динамику. 


0 движени тЪлъ. 


КНИГА ПЕРВАЯ. 
ОТДЬЛЬ Т. 


О метод$ первыхъ и поесл$днихъ отношенйй, при 
помощи котораго посл$5дующее доказывается. 


Лемма 1. 


Количества, а также отношеня количествь, которыя в5 продол- 
женёи любою конечнаю времени постоянно стремятся къ равенству и 
ранъе конца это времени приблизятся дру *5 друм/у ближе, нежели 
на любую заданную разность, будуть в5 предъль равны. 

Если это отрицаешь, то пусть они. въ предфлф будутъ неравны и ихъ 
предЪльная разность пусть будеть Г), слЪдовательно, они не могутъ ближе 


подойти къ равенству какъ до этой заданной разности Г), въ противность 
предположен!ю. › у 


Лемма И. 


Если в5 какую-либо фиууру АасЕ, ораниченную прямыми Аа и АЕ 
% кривою асЕ вписывать любое число параллелораммовь Аб, Вс, Са 
и т. д., имъющихь фавныя основиля АБ, ВС, СО и т. 0. и сто- 
фоны Во, Сс, Па и т. д., параллельныя сторонь Аа фиуры и дотол- 
нить параллелораммы аКЫ, Вст, сМат и т. д. затлъмь, уменьшая 
чиирину этихз параллелораммовь, увеличивать ихь число д0 безконеч- 
. ности, то я утверждаю, что в5 предфъль отношенмя вписанной фи- 


ры АКЪГеМа), описанной АафтспаоЕ и криволинейной АабсаЕ 


дру къ друцу равны единищь 5). 

Разность вписанной и описанной фигуры есть сумма параллелограм- 
мовъ КТ, [ли, Ми, ... (фиг. 6), которая (вслЗдетые равенства вс$хъ оено- 
ван!й) равна прямоугольнику, построенному на одномъ изъ основаый КЬ 
и суммЪ высотъ Аа, т.-е. прямоугольнику Аа. Но этотъ прямоугольникъ, 
такъ какъ его ширина АВ уменьшается безконечно, можеть быть сдфланъ 
менфе любой заданной величины. СлЪдовательно (по лемм% Г), въ предЪль 
фигура вписанная, фигура описанная и т$мъ паче заключающаяся между 
ними криволинейная будутъ между собою равны. 


Лемма Ш. 


Предъльныя отношеня тьхь же суммь параллелораммовз равны 
единиц и в5 томь случаь, кода ширины их АВ, БС, ОО, ... не 
фавны между собою, но всь уменьшаются безконечно. 

Пусть АЕ равно наибольшей изъ ширинъ и на ней построенъ па- 
раллелограммъ АРа/. Этотъ параллелограммъ будеть больше разности фи- 
гуры вписанной и фигуры описанной, при безконечномъ же уменьшени 
ширины его площадь можетъ быть сдфлана менфе площади любого задан- 
наго прямоугольника. 

Слъдстве 1. Такимъ образомъ въ предфл$ сумма этихъ исчезающихъ 
параллелограммовъ вполнЪ совпадаетъ съ площадью криволинейной фигуры. 

Слюдетве 2. Въ еще ббльшей мЪрЪ прямолинейная фигура, отрани- 
ченная хордами дугъ 45, 6с, с4 и т. д. совпадаетъ съ криволинейною фи- 
гурою. 

Слъдстве 3. То же самое относится и къ описанной прямолинейной 
фигурЪ, ограниченной касательными къ сказаннымъ`дугамъ. 


26) Предфльныя отношен!я Ньютонъ называетъ или «ритае гаНопез», 
т.-е. первыя отношеня, или «и№тае гаЧопез», т.-е. послфдейя отношетйя, 
причемъ первымъ терминомъ онъ пользуется при опред5лени предфла отно- 
шеня двухъ безконечно малыхъ величинъ «зарождающихея — пазсепй ит» 
ИЛИ «исчезающихъ—еуапезсепёит». Второй терминъ прим$няется безраз- 
лично какъ для предфла отношеня величинъ конечныхъ, такъ и безко- 
нечно малыхъ. Когда двЪ величины въ предёлЪ равны, т.-е. когда ихъ 
отношене въ предфлЪ равно единицё, то употребляется терминъ «зип 
{ито аедиа|е$, т.-е., «наконецъ, равны», или «иМтае гайопез зип гайопез 
аедиаШа{$», т.-е. «посл$дейя отношен!я суть отношеня равенства». Въ пе- 
`реводф вс эти термины замфнены употребляемыми теперь словами «пре- 
дфльное отношене» или’ «предфлъ отношен1я». Перем$нныя величины во- 
обще Ньютонъ называетъ или «неопредвленными» — «паегиипаае» или 
«текущими» «Ниепе$», величины постоянныя всегда называетъ «задан- 
НЫМИ» ИЛИ «данными» «аафае». Въ переводв этотъ терминъ во многихъ 
мЪетахъ сохраненъ. 


с: 


Слъдетве 4. Поэтому эти дв послфдн1я фигуры (по отношеню къ 
периметру асЕ’) въ предфлЪ не суть прямолинейныя, но составляютъ криво- 
линейный предфлъ прямолинейныхъ фигуръ. 


Лемма ПМ. 


Если в5 каждую изь двуль фичурь АасЕ и РутТ вписать (какъ 
указано выше) рядз параллелораммовь так, что число из то же самое 
1 если при безконечномь уменьшении ширинь предълы отношенй пло- 
щадей параллелораммовь одной фиууры къ параллелораммамь друой, 
каждалю кз ему соотвътствующему между собою равны, то я утвер- 
ждаю, что и самыя фицры АжсЕ и РутТ находятся в5 томь же 
отношении. 

Въ самомъ дЪлЪ, въ какомъ отношении находится каждый изъ парал- 
лелограммовъ одной фигуры (фиг. 7) къ ему соотвфтствующему другой, 
въ томъ же отношени другь къ другу находятся и суммы вохъ ихъ,* 
т.-е. площадь одной фигуры къ площади другой, ибо по леммЪ ПТ предфлы 
отношенй площади первой фигуры къ первой суммЪ и площади второй ко 
второй суммЪ равны единицЪ. ‘ 

Сльдстве. Совершенно такъ же докажется, что если вообще двЪ какого 
угодно рода величины будутъ раздфлены на одинаковое число частей и 
при безконечномъ возрастан1и числа ихъ и уменьшени каждой изъ нихъ, 
отношее ихъ соотвЪтетвенно другъ къ другу, т.-е. первой къ первой, вто- 
рой ко второй и т. д. остается постояннымъ, то и самыя величины будуть 
находиться въ этомъ же отношен1и. Ибо, если въ относящихея къ этой 
лемм$ фигурахъ взять параллелограммы такъ, чтобы они были пропорц1о- 
нальны сказаннымъ частямъ, то суммы частей будуть относитьея между 
собою какъ суммы параллелограммовъ и, слБдовательно, когда число частей 
и число параллелограммовъ будетъ безконечно возрастать, а самыя части 
уменьшаться, то пред$льное отношен!е суммъ частей будетъь оставаться 
равнымъ предфльному отношению суммъ параллелограммовъ, это же отно- 
шене равно отношен!ю каждаго параллелограмма къ ему соотв$тетвующему, 
т.-е. (по предположению) предфлу отношен!я части къ части ?"). | 


27) Эта лемма и ея сл$дствйе, составляюцция въ теперешнемъ изложен 
основную теорему интегральнаго исчислен1я, постоянно примфняются въ 
«Началахъ», въ которыхъ аналитичесюй процессъ интегрировав!я зам*- 
няется часто сопоставлеемъ той кривой, коей площадь ищется съ другой 
извЪстной кривой такъ, чтобы площади соотв$тетвующихъ параллелограм- 
мовъ (элементы интеграла) находились въ постоянномъ отношенш. Анали- 
тически этоть процессъ равносиленъ интегрированю при помощи под- 
становки. 


Лемма У. 


У лодобныхь филурз длины соотвьтетвующихь сторонз какз прямо- 
линейныя, такь и криволинейныя между собою пропоршональны, пло- 
щади же филурз пропорийональны квадратамз сторона. 


Лемма \1. 


Если какая уюдно заданная по положенио дуя АСВ стячивается 
хордою АВ щ в5 какой-либо ея точкь А, лежащей в5 области непре- 
рывной кривизны проведена касательная АП, продолженная въ объ сто- 
фоны и если точки А и В приближаются дру кз дру и совпадають, 
то я утверждаю, что уюлзь ВАО, заключенный между хордою и ка- 


сательной, уменьшается безконечно и в5 предъль исчезаетв. 

Ибо если бы этоть уголъ не исчезалъ, то между дугою АСВ и каса- 
тельной АД заключался бы уголъ, равный н%Фкоторому данному прямоли- 
нейному углу [т.-е. конечной величины] и, слфдовательно, кривизна въ 
точк5 А не была бы непрерывною въ противность предположению (фиг. 8). 


Лемма УП. 


При тьхь же предположенять я утверждаю, что предъьльное отино- 


шене дузи, хорды и касательной дру кз друиу равно единииь. 

Когда точка В приближается къ А (фиг. 8), то АВ и АР слфдуеть 
разсматривать продолженными до. постоянной прямой 64, параллельно. котс- 
рой и проводится сфкущая ВПО. 

Пуеть дуга Асб подобна дуг АСВ при всякомъ положени точки В. 
При совмфщенш точекъ А и В уголь 4А6 по предыдущей лемм$ исче- 
заетъ, слФдовательно, остаюцияся постоянно конечными прямыя 46 и Аа 
и промежуточная дуга Ась совпадаютъ, и, поэтому, равны между собою, 
значить и постоянно имъ пропорщональныя прямыя АВ, АД и проме- 
жуточная дуга АСВ, исчезающия въ предёлЪ, будуть имфть своимъ пре- 
дфльнымъ отношенемъ единицу. 

С тьдетве 1. Если черезъ точку В провести прямую ВЕ (фиг. 9) парал- 
лельно касательной, перес$каюшую какую-либо прямую АР, проведенную 
черезъь А въ точкЪ Ё, то предбльное отношене длины ВЁ къ исчезающей 
дуг АСВ равно единиц, ибо дополнивъ параллелограммы АЁВ»О, ви- 
димъ, что ВЕ постоянно равно АЛ. 

Слюдсетве 2. Если черезь точки А и В проводить различныя пря- 
мыя ВЕ, ВУ, АЕ, АС, пересБкающия касательную АД и параллельную 
ей ВЕ, то предфльное отношеше всфхъ отрфзковь АО, АЕ, ВЕ, = 
хорды АВ и дуги АВ друге кь другу равно единиц$. =——— 


Слъдстве 3. Въ виду этого вс эти длины при всякомъ разсуждени 
о предБлахь отношен! могутъ быть взяты одна вмЪфсто другой. 


Лемма У. 


Если задина прямая АВ и направлеме прямой ВВ, то хорда АБ, 
ду АСВ и касательная АП образуютз с5 прямыми АВ и ВВ три 
треуюльника ВАВ, ВАСВ, ВАУ, если затъмь точка Б будетз при- 
ближаться к5 А и совпадетъь с5 нею, то я утверждаю, что в5 пре- 
дъль эти три исчезаюиие треуюльника между собою равны и пфре- 
дьльное отношеше ‘их площадей равно единииль. 

Ибо когда точка В приближается къ А (фиг. 8), то надо разсматри- 
вать, что прямыя АВ, АД и АВ продолжены до встрфчи съ постоянною 
прямою ба, параллельно которой и проводится ВД, дуг же АСВ строится 
подобная дуга Асф. Когда точки А и В совпадаютъ, что уголъ Аа исче- 
заеть и, слдовательно, три остаюпиеся постоянно. конечными треуголь- 


ники 74, гАсф, гА@ совнадаютъ, въ виду чего они подобны и равны. ' 


Поэтому и постоянно имъ подобные треугольники ВАВ, ВАСВ, ВАР 
будутъ въ предБлЪ5 между собою равны и подобны. 

Слъдстве. СлЪдовательно, во всЪхъ разсуждетяхъ о предфлЪ отно- 
шенй эти треугольники мотутъ быть взяты одинъ на м%$ето другого. 


Лемма 1Х. 


Если заданныя по положеню прямая АЕ и кривая АВС пересь- 
калотся 70д5 данным уломь А и оть прямой АЕ проводятся внутри 


эт0%0 ума ординаты ВО, СЕ, переспкающия кривую в5 точкаль 1) и С. 


и точки Ви С совмостно приближаются к5 А, то я утверждаю, 
ито площади треуюльников АВУ и АСЕ будут в5 предъль отно- 


силться дру кз ОруУу какь квадрат сторонз. 

Какь и въ предыдущемъ, надо подразумЪвать, что когда точки Ви © 
(фиг. 10) приближаются къ А, то АР продолжается до заданныхь пря- 
мыхь 46 и ес, параллельныхъ ординатамь ДВ и ЕС и проведенныхъ такъ, 
чтобы постоянно было: АД: АЕ = Аа: Ае. До встр$чи съ этими же пря- 
мыми въ точкахь 6 и с продолжаются и хорды АВ и АС. Проводимъ 
кривую А подобную АВС и касательную 49 къ обфимъ кривымь въ 
точк% А. Пусть эта касательная пересЪкаетъ ординаты въ точкахъ Л, С, /, д. 
Сохраняя зат$мъ длину Ае неизм$нной, приближаемъ точки ВБ и С кь 
точЕЪ А до совм5щен!я съ нею. Такъ какъ въ предфлЬ уголъ с.49 исче- 
зуетъ, то криволинейныя площади АА, Асе совпадутъь съ прямолиней- 
нымн 4/4, Аде, слФдовательно (по леммЪ У’), онЪ будуть относиться какъ 
квадраты сторонъ А4 и Ае. Но этимъ площадямъ постоянно пропорц1о- 


ис - 


— 98 == т 


нальны площади АВШ, АСЕ и стороны ихь АР и АЕ пропоршональны 
сторонамъ 44 и Ае, слЪдовательно, и площади АВР и АСЕ будутъ въ 
предфлЪ относиться между собою какъ квадратъ сторонъ АД и АЕ. 


Лемма Х. 


Пространства, описываемыя тльломз, находящимся 100% дъйствемь 
какой-либо конечной силы, будет ли эта сила постоянная или же она 
будет» непрерывно увеличиваться или уменьшиться, при самомз началь 


движеня пропориональны квадратамз временз иль описаная. 

Пуеть времена представляются длинами А), АЕ (фиг. 10), вкорости, 
производимыя силою—ординатами ВО, ЕС, тогда пространства будутъ про- 
порщюональны площадямъ АВД, АСЕ, описаннымъ этими ординалтами, т.-е. 
при самомъ начал движен!я (по лемм$ ТХ) они пропорщональны квадра- 
тамъь АД и АЕ. 

Слъдетве 1. Отсюда легко заключить, что когда тфла описываютъ 
подобныя части подобныхъ фигуръ, то отклоненйя, производимыя дЪйствемъ 
какихъ бы то ни было равныхъ силъ подобнымъ образомъ приложенныхъ 
къ тфламъ вновь, приблизительно пропорцональны квадратамъ времени; 
при этомъ эти отклоненя надо измфрять отъ тфхъ м5етъ, въ которыя 
сказанныя тфла пришли бы въ течене разсматриваемыхъ промежутковъ 
времени безъ дЪйств!я этихъ новыхъ силъ. 

Слюдетве 2. Отклонешя, производимыя при вышесказанныхъ усло- 
вяхъ различными силами, пропорцюнальны этимъ силамъ и квадратамъ 
времени. 

СОлъдстве 3. То же самое относится и до пространствъ, описывае- 
мыхъ тфлами подъ дфйстыемъ различныхъ силъ: въ самомъ начал$ дви- 
жешя эти пространства также пропорщональны силамъ и квадратамъ 
времени. 

Слюдстве 4. СлФдовательно, силы прямо пропорщональны простран- 
ствамъ при самомъ началЪ движен!я и обратно пр квадра- 
тамъ времени ихъ описаея. 

Слъдетше 5. ие. времени прямо пропорнюональны пройденнымъ 
пространствамъ и обратно пропорцюональны силамъ. 


Поучен]е. 


Если разнато рода перем$нныя величины сравниваются между собою 
и про которую-нибудь изъ нихъ говорятъ, что она прямо или обратно про- 
порц1ональна 2%) другой, то смыелъ этого выражее!я тоть, что первая ве- 


28°) При изложени «Началъ» Ньютонъ, какъ уже сказано, избЪгаетъ 
пользован!я алгеброй, а всецфло придерживается образца древнихъ авторовъ 


па ВЮ 


личина увеличивается или уменьшается въ томъ же самомъ отношенйи, 
какь вторая или какъ величина ей обратная. 

Если же про которую-нибудь изъ этихъ величинъ сказано, что она 
прямо или обратно пропоршюнальна двумъ или нфсколькимъ другимъ, то 


Евклида и Аполлон!я, пользуясь постоянно пропоршями. Въ этомъ по- 
учеши онъ поясняетъ поняще о прямой и обратной пропорщональности. 
Это сдЪлано повидимому потому, что въ пятой книг Элементовъ Евклида, 
тд излагается учеше о пропорщшяхъ между величинами (не числовыми ихъ 
м$фрами) разсматривается пропорщональность четырехъ величинъ (опред. 6). 
Необходимо также при чтени подлинника имЪть въ виду слфдующе тер- 
мины, опредфлен1я которыхъ приведены у Евклида (опр. 13 — 17) и кото- 
рыми Ньютонъ постоянно пользуется. Эти термины относятся къ класси- 
фикащи такъ называемыхъ теперь производныхъ пропорцй. Эти термины 
слфдующе: Пусть дана, пропорщя 


64% 
Тогда будетъ: 
Регищ{ап4о или аШегпапдо . ИО, 
ПеГеО ао а. р а—а.: с 
оО (ав): 6 = (ве а):а 
Р14еп4о или АМ51т . . . (&—в:6=(—а4:4 
Сопуещеп о и а: (а =с: (в —а) 
Мат о. (@-,:(@а-=В=(-а: (е—а) 


Въ то время на классификащи и терминологию обрашалось большое 
внимаше и, напр., \/аШз въ своей алгебр, изданной въ 1685 г., т.-е. за 
тодъ до Рипс!рла, изъ предложенной пропорщи выводить 52 съ нею ‘связан- 
ныхь и придаетъ имъ сочетая предыдущихъ терминовъ. 

Ньютонъ также весьма строго придерживается этой терминолои и 
если у него встрЪчаетея пропорщя а: 6 ==с:4, то онъ не иначе напишеть 
пропорщю (а — 5) : 6 = (с —4а):4 какъ предпославъ слово Ч\/15йт. 

Такъ какъ эта классификашя почти утратилась, то въ переводЪ эти 
термины по большей части опущены, но при чтенйи подлинника надо ихъ 
имЪть въ виду, особенно неудачный терминъ М5! или ЧМ епао. 

Вообще Ньютонъ, пропорщй въ томъ видЪ, какъ теперь, не пишетъ, 
всякую линшю обыкновенно обозначаеть двумя буквами и отдфльныя ве- 
личины большими буквами. 

Пропорши пишутся словами такъ: 


А е5Е аа В и С ез аа р, 


что равносильно нашему 


дов ОчьО 
или ее 

ть: @ 

ВВ 


Въ переводв для наглядности слова замфнены знаками и принято 
обычное теперь обозначене. 


О 


смыслъ этого выражен!я тотъ, что первая или увеличивается, или умень- 
шается въ отношен!и равномъ произведен!ю отношен!й, въ которыхъ про- 
чя или имъ обратныя увеличиваются или уменьшаются. 

Такъ, если сказано, что А прямо пропорщюнально В и С и обратно 
пропорцюнально 0, то смыслъ этого тотъ, что - увеличивается или умень- 


шается въ томъ же отношен1и, какъ В.С. т - 


ВС : 
и — находятся другъ къ другу въ постоянномъ отношенйи. 


т.-е., что величины А 


Лемма Х!. 


Разстояще отъ конца души 00 касательной проведенной в5 ея на- 
чаль при безконечномь уменьшении дуии для всъль кривыхь, коить кри- 
визна в5 точкь касандя конечная, пропорционально в5 предъль квадрату 


ея хорды. 

Случай 1. Пусть АВ (фиг. 11)—разематриваемая дуга, АД ея каса- 
тельная въ началф, ВПГ разстояве точки В до касательной. Проведемъ 
къ касательной АЛ и къ хорд АВ перпендикуляры АС и Ва, перес$- 
кающеся въ @, пусть затфмъ точки В, 0), @ перешли въ 6, а, д и пусть, 
наконецъ, 7 есть предЪльное положен!е точки @—пересфченя прямыхъ АЯ 
и ВС, когда точки В и ЛР сольются съ А. 

Очевидно, что разстояве С] можетъ быть сдфлано меньше всякой 
напередъ назначенной величины. 

По свойству круговъ, проходящихъ черезъ точки 4, В, а и А, $, 9 
будеть: 

18 — Аб. ВД и 145? = Ад. в, 


слЪдовательно, 


Бе. 6 ВО 
ие Ма “ва 


Но такъ какъ СЯ можеть быть сдфлано меньше всякой напередъ 
о: 

заданной величины, то можно сдфлать такъ, что отношене А будетъ 

отличаться отъ единицы менфе чЪмъ на любую заданную величину, сл®- 


вр ] 
довательно, и отношене будетъ отличаться отъ Па менфе чЪмъ на 


АВ? 
ПА 
любую заданную ве и, значить, по леммз ТГ предфлы отношевй 


АВ? Вр 
27 И 54 Равны. 


Случай 2. Положимъ теперь, что ВД наклонено къ А) подъ какимъ- 
либо постояннымъ угломъ, отношене ВЛ къ Фа будетъ въ предЪль то же 
самое, т.-е. равно предфлу отношеня АВ? къ 49°. 

Случай 3. Наконецъ, въ томъ случа, когда уголь Ю перемфнный, 
но прямая В) или проходить черезъ постоянную точку, или строится по 
какому-либо опредфленному закону. то углы О и Я строимые также по 


3 


одному и тому же закону, при приближен! точекьъ Ви) кь точк$ А 
стремятся къ равенству и такъ какъ разность ихъ можеть быть сдфлана, 
меньше любой напередъ назначенной величины, то эти углы въ предл 
равны и, слБдовательно, длины ВД и Ба будутъ находиться попрежнему 
въ томъ же отношенш, какъ квадраты хордъ. 

Слъдстве 1. Такъ какъ тангенсы 2?) А) и Аа дуги АВ и 4 и ихь 
синусы ВС и 66 въ предёлБ равны хордамь АВ и 46, то предфль отно- 
шене ихъ квадратовъ равенъ отношению затяжекъ ВД и 64. 

Сльъдстве 2. Предфльное отношее квадратовъ хордъ и прочихъ упо- 
мянутыхъ выше длинъ равно отношен!юо стрфлокъ, раздфляющихъ хорды 
дугъ пополамъ и проходящихъ по продолжен!ю черезъ постоянную точку, 
ибо эти стр$лки пропорцюональны затяжкамъ ВП и 64. 

Сльдетве 3. Поэтому стрёлки пропоршюнальны квадратамъ временъ 
описашя ихъ дугъ тфламъ, движущимся съ постоянною скоростью. 

Слъдстве 4. Площади прямолинейныхъ треугольниковъ 445, АБВ’ 
въ предфлЪ находятся въ отнсшен!и кубовъ 3°) сторонъ АД и АА или въ 
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отношени С») ‚ ибо отношене этихъ площадей равно произведен!ю отно- 
шенйй 31) 
ав ВО 
АБ: ба 
Точно также и треугольники АВС и А6с въ предл относятся какъ 
кубы сторонъ ВС и 66. 


27°) Отрзкамъ АД, Аа, ВО и 6с приданы названя «тантенсы» и 
«синусы», которыя бы имъ принадлежали, если бы кривая А.В была замЪ- 
нена дугою круга, описанною на даметр$ АС и дуга кривой А — дугою 
круга, описанною на д1аметр® 49, но ясно, что эти термины введены лишь 
для краткости р$чи и высказанное свойство принадлежитъ всякой кривой 
во всякой точкЪ, гдз кривизна конечиая, т.-е. гдз длина А конечная и 
положен!е точки и —конца д1аметра круга кривизны опредфленное. Все это 
затфмъ подробно оговаривается въ поучени въ конц® отдфла. 

Отрфзокъ ВД, заключенный между концомъ дуги и касательной, про- 
веденной въ ея начал, названъ: «ба епза апгиЙ сопбасвиз», т.-е. «Затяжка 
угла соприкосновен1я» или «угла касан!я». Объ углЪ касан!я см. прим. 32. 

30) Когда величины а : 6 =”: 4*, то по старинной терминолоши гово- 
рилось, что а находится къ 6 «65 9у0военномь отношени в кз 4»; если 
а:6=0 :4*, то говорилось «въ утроенномъ отношени с къ 4»; если 
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а: =: @, то ВЪ «Половинномъ ОТНОошШени» и т. под. Вс эти выраже- 
я какъ неупотребляемыя теперь и могупия лишь искажать истинный 
смыслъ, замфнены современными; поэтому выпущены и заключительныя 
слова этого сл$дствя: «полуторнымъ отношенемъ я называю отношен1е 
половинное отъ утроеннаго, т.-е. отношене, составленное изъ простого и 
пеловиннаго».—Составнымъ или сложнымъ отношенемъ называлось про- 
изведен!е двухъ отношений. 

1) Какъ уже сказано въ «Началахъ», вездЪ примфняется Е. 
терминолотя и Эвклидовы, а не тепереше!я представленйя. 


Слюдстве 5. Такъ какъ въ предл ОБ ип 46 параллельны и длины 
ихъ пропоршональны квадратамъ абсциссъ А4 и АР, то въ предл криво- 
линейныя площади АДВ и АаВ (по свойству параболы) составляютъ по 
двЪ трети площадей треугольниковь АДВ и Аа, сегменть же АВ и 46 
по одной трети тъхъ же площадей, слЪдовательно, эти сегменты пропорцю- 
нальны кубамъ касательныхъ, хордъ и дугь АВ и 46. 


Поучене. 


Во ве$хъ предыдущихъ выводахъ предполагалось, что «уголъ касан!я 
или соприкосновенйя» °?) не безконечно великъ и не безконечно малъ по 


32) «Утолъ соприкосновен!я» или «уголь касаня» (апэа!и$ сопасва$), 
о которомъ идетъ рфчь въ леммЪ ХГ и въ этомь поученйи есть такой тер- ‘ 
минъ, который въ наукЪ не удержался, хотя дальнфйшее развите даннаго 
Ньютономъ способа для точнаго сужден!я объ этомъ элементЪ послужило 
основатемъ учене о соприкосновении вообще. Вопросъ объ «углЪ касавя» 
возникъ по поводу толкован!я предложеня 16-го третьей книги элементовъ 
Эвклида, въ которомъ сказано: «Прямая, проведенная подъ праямымъ угломъ 
къ даметру круга въ конц$ этого лмаметра лежитъ внф круга и въ про- 
странство между этою прямою и окружностью никакая другая прямая не 
укладывается, или, что то же самое, окружность круга проходитъ между 
прямою перпендикулярной къ даметру и прямою, которая составляетъ съ 
дламетромъ острый уголъ сколь угодно большой или же которая составляетъ 
съ перпендикуляромъ къ даметру уголъ сколь угодно малый». Теорема эта 
устанавливаетъ, какъ видно, что подъ какимъ бы малымъ угломъь ДАТ 
(фиг. 14а) къ перпендикуляру къ даметру АТ ни проводить прямую, то 
всегда найдутся таюя части этой прямой, которыя лежатъ внутри окруж- 
ности. Возникалъ вопросъ, какой смыелъ придавать понятшю объ ‹угль 
между касательной АТ и дугою ВАС», причемъ не давалось точнаго опре- 
ДЪлен!я, что такое подъ этимъ угломъ разумфютъ. При отсутетыши такого 
опредЪленя появлялись вопросы вродф слфдующаго: одинаковы ли углы 
касанйя для дуги РАС и для дуги ВАС, ражмусы коихъ не равны, не 
составляетъ ли одинъ изъ`этихъ угловъ части другого, а если онъ есть 
часть другого, то значить оба они не нули [Эвклидово: «точка есть то, 
чего часть ничто» ]. Съ другой стороны каждый изъ этихъ угловь мене 
всякаго сколь угодно малаго прямолинейнато угла, сл5довательно, онъ нуль 
и т. д. По этому поводу возникала полемика и \!МаШ$омъ былъ изданъ 
обширный трактатъ: «Ре апёо сопёасва$ её апещю Зеписгсий», занимаю- 
ши 60 стр. ш ЮШо мелкой печати въ собрания его сочиневй. 

Ньютонъ, указавъ, что для сужденя о болфе или менфе «тЪеномъ» 
касанш кривыхъ съ прямою или между собою въ данной точкЪ надо раз- 
сматривать ординаты ОТ и ЕН и ихъ разность СЁ (фиг. 14а) и обращать 
главное внимаше на ‘иорядокз этихъ безконечно малыхъ относительно без- ` 
конечно малой АТ, тЪмъ самымъ обосновалъ какъ учен!е о соприкосно- 
вен!и, такъ и о различныхъ порядкахъ безконечно малыхъ величинъ. 

Самое учете о кривизнф излагалось имъ н%еколько иначе, чфмъ 
теперь. Обобщая Эвклидовское опредзлеше касательной, кругь кривизны 
въ данной точкЪ кривой опредфлялся какъ такой кругъ, между которымъ 
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сравненю съ угломъ касатя' круга съ своими касательными, т.-е., что 
кривизна кривой въ точк$ А не безконечно ‘малая и не безконечно боль- 
шая, иначе, что длина А конечная. Дфйствительно можно взять кривую, 
у которой ЮВ пропорцюонально 4.13, въ такомъ случаф черезъ точку А 
нельзя провести круга между кривою и касательной, ибо уголь касавя 
для этой кривой въ этой точкЪ безконечно малъ по сравненшю съ угломъ 
касаня для круга. По подобной же причинЪ если ЮВ будетъ пропорщю- 
нально А410*, 415, А15, АГ и т. д., то получится безпредёльный рядъ 
такихъ угловъ касанйя, изъ которыхъ каждый послфдуюций безконечно 
малъ по отношеню къ предыдущимъ. 'Гочно также если ЮВ будетъ про- 
порцюнально 4.7", АТ, АТ, АТА ит. д., то получится другой безпре- 
дЪльный рядъ угловъ касан!я, изъ которыхъ первый такого же рода, какъ 
У круга, второй безконечно больше и вообще, всяюй посл$дующий безко- 
нечно больше предыдущихъ. Но и между любыми двумя изъ этихъ угловъ 
соприкосновен!я можно включить безпредЪльный рядъ другихъ, изъ коихъ 
каждый послдующий будетъ или безконечно больше, или безконечно меньше 
предыдущаго. Такъ, если между 40? и АГ? включить рядъ: АД, АВ, 
АТ, АТ, АТ» АТ, АО . АРз и т. д. Далфе между любыми двумя 
членами этого ряда можно включить новый рядъ промежуточныхъ угловъ 
безконечно различныхъ между собою. Природа не терпитъ ограниченй. 

Доказанное относительно кривыхъ лин и ограниченныхъ ими пло- 
щадей легко прилагается къ кривымъ поверхностямъ и объемамъ. 

Предыдупия леммы приведены, чтобы избфжать утомительности длин- 
ныхъ доказательствъ основываясь по образцу древнихъ на приведени къ 
нелЪпости. 

Доказательства дЪлаются болфе краткими и при помощи способа недЪ- 
лимыхЪъ, но такъ какъ самое представлен!е недфлимыхъ грубовато (4итог), 
то этотъ способъ представляется мене геометричнымъ, почему я и пред- 
почелъ сводить доказательства всего посл5дующаго къ предфламъ суммъ 
исчезающихь количествь и къ предфламъ ихъ отношеюй, поэтому я и 
предпослалъ сколь можно кратюя доказательства свойствъ этихъ предф- 


и данною кривою въ смежности съ этою точкою нельзя провести никакого 
другого круга. Пусть АТ (фиг. 14Ъ) есть касательная, АЁ—нормаль, пря- 
мая ТК параллельная нормали. Строимъ кривую КУЕ такъ, чтобы было: 
ТВ . ТК == АТ. Предфльное положене + точки К и есть конець д1аметра 
круга кривизны, по кривой же КЁ можно судить о «качеств кривизны»— 
ачаШаз сигуа{агае, т.-е. объ измфнеши кривизны въ смежности съ точкою А. 
Пусть АЕ есть кругъ, описанный на АУ какъ даметрЪ и положимь, 
что кривая К- внЪ круга тогда будетъ: для круга ТЕ. ТЕ = А1*, но 
ТТ, < ТК значить ТЕ > ТВ, т.-е. точка В внЪ круга. 

Если бы кривая К была внутри круга, то ясно, что ТЕ было бы 
меньше ТВ. Очевидно теперь, что проведя кругъ иного д1аметра, нежели А.Л, 
мы увидимъ, что ни одна изъ точекъ этого круга не можеть лежать между 
кривою и кругомь АЕ. Въ «Началахъ» мЪра «угла касавя» упоминается 
при изложевни примфра 1-го предложен!я Х второй книги. 


ловъ. Способомъ предфловъ достигается то же, что и способомъ недфли- 
мыхь и посл того, какъ его основан!я доказаны, мы можемъ имъ поль- 
зоваться съ еще ббльшею увзренностью. Поэтому если во всемъ позлЪ- 
дующемъ изложени я и разсматриваю какя-либо величины какъ бы 
состоящими изъ постоянныхъ частицъ, или если я принимаю за прямыя 
лин весьма малыя части кривыхъ, то слфдуеть разумЪть, что это не 
недфлимыя, а исчезаюция. дфлимыя величины, что это не суммы и не 
отношен1я опред$ленныхъ конечныхъ частей, а предфлы суммъ и пред$лы 
стношен исчезающихъ величинъ, и сущность этихъ доказательствъ въ 
томъ и состоитъ, чтобы все приводить къ предыдущимъ леммамъ. 

ДЪлаютъ возражене, что.для исчезающихъ количествъ не существуеть 
«предЪльнаго отношен1я», ибо то отношене, которое они им$ютъ ранЪе 
исчезан1я, не есть предфльное, послЪ же исчезая нЪтъ никакого отно- 
шея. Но при такомъ и столь же натянутомъ разсужден!и окажется, что 
у тБла, достигающаго какого-либо мфста, гдЪ движеше прекращается, не 
можетъ быть «предфльной» скорости, ибо та скорость, которую т$ло иметь 
ранфе, нежели оно достигло этого мета, не есть «предфльная», когда же 
достигло, то нфтъ скорости. Отв$ть простой: подъ «предфльною» скоростью 
надо разумФть ту, съ которою ‘тфло движется, не передъ тёмъ какъ до- 
стигнуть крайняго мЪета, тдЪ движене прекращается и не послЪ того, а 
котда достигаеть, т.-е. именно ту скорость, обладая которою, тфло дости- 
таетъ крайняго мЪста и при которой движеше прекращается. Подобно этому 
подъ предфльнымъ отношешемъ исчезающихь количествъ должно быть 
разумВемо отношеве количествъ не передъ тфмъ какъ они исчезаютъ и 
не посл того, но при которомъ исчезаютъ.' Точно также и предфльное 
отношеве зарождающихся количествъ есть именно то, съ которымъ они 
зарождаются. Предфльная сумма зарождающихся или исчезающих коли- 
чествъ есть та составленная изъ нихъ сумма, когда они увеличиваясь или 
уменьшаясь только начинаютъ или прекращаютъ быть. Существуетъ такой 
предль; которато скорость въ конц$ движеня можетъ достигнуть, но не 
можеть перейти, это и есть предфльная скорость. Такова же причина суше- 
ствован!я предфла зарождающихея или исчезающихъ количествъ и пропор- 
щи. Когда такой предфлъ существуетъ и величина его вполнЪз опредфлен= 
ная, то его нахождене есть задача истинно геометрическая. Все же гео- 
метрическое можетъ быть законнымъ образомъ примфняемо при геометри- 
ческихъ изыскавяхъ и доказательствахъ. 

Можно возразить, что если существуютъ предфльныя отношеня исче- 
зающихъ количествъ, то существуютъ и предфльныя величины ихъ самихъ 
и, слЪдовательно, всякое количество должно состоять изъ недфлимыхъ, что 
опровергнуто Эвклидомъ въ десятой книг элементовъ, въ учени о несо- 
измЪримыхь величинахъ. На самомъ же дЪфлф это возражее основано на 
невфрномъ допущени. у 

Предфльныя отношен1я исчезающихь количествъ не суть отношен!я 
предфловъ этихъ количествъ, а суть т5 предБлы, къ которымъ при безко- 


нечномъ убывани количествъ приближаются отношевя ихъ и кь которымъ 
эти отношеня могутъ подойти ближе, нежели на любую напередъ за- 
данную разность, но которыхъ перейти или достигнуть на самомъ дЪлЪ 
не могутъ ранфе чЪмъ эти количества уменьшался безконечно. ДЪло объяс- 
няется проще на безконечно большихъ величинахъ. Если дв величины, 
разность которыхъ задана, будуть обЪ увеличиваться до безконечности, 
то между ними существуетъ предфльное отношене, которое равно единиц%, 
однако, нзть предфльныхь значеюй для самихъ величинъ, т.-е. такихЪъ 
наибольшихъ ихъ значенй, отношене которыхъ какъ разъ было бы равно 
единипф. Поэтому если въ посл5дующемъ для простоты рЪчи я буду гово- 
рить о величинахъ весьма малыхъ или исчезающихъ, или зарождающихся, 
то не слБдуетъь подъ этими словами разумфть количествъ опредфленной 
величины, но надо ихъ разсматривать какъ уменьшаюнйяся безконечно 33). 


33) Въ этомъ отдЪфлЪ изложены т$ основныя теоремы о предфлахъ и 
безконечно малыхъ, которыя являются главнфИшими при всякаго рода 
теометрическихъ приложеняхъ. Примфры такихъ приложенй можно найти 
въ 1-мъ томЪ сочинен!я Бертрана Тгай6 ае Саси! Ч Ш6гепие! её ае Сас 
п 6эта|. 

Въ Рипср1а во П отдфлЪ второй книги даны въ самомъ краткомъ 
видЪ начала исчисленя флюкай, т.-е. по современной терминологи ` про- 
изводныхъ. Въ введеви къ трактату «о квадратур$ кривыхъ», изданному 
въ 1704 году, Ньютонъ излагаетъ сущность метода флюкай. Такъ какъ 
ознакомлен!е съ воззр ями Ньютона, можетъ способствовать правильности 
пониман!я нфкоторыхъ мЪсть въ «Началахъ», то и приводится переводъ 
этого введеня. 

«Я разсматриваю здфсь математическ1я количества не какъ состояпия 
изъ очень малыхъ постоянныхъ частей, а какъ производимыя непрерыв- 
нымъ движешемъ. Лин!и описываются и по мфр% описан!я образуются не 
приложенемъ частей, а непрерывнымъ движеемъ точекъ, поверхности — 
движешемъ лин, объемы — движешемъ поверхностей, углы — вращешемъ 
сторонъ, времена—непрерывнымъ теченемъ и т. д. 

Такое происхождене имфетъ мЪфсто и на самомъ дфл$ и въ самой 

природ вещей, и наблюдается ежедневно при движени тфлъ. Подобнымъ 
образомъ древе объясняли происхождене прямоугольниковъ, ведя по- 
движныя прямыя лини по неподвижнымъ. 
К ЗамЪчая, что наростаюния количества, образуюцияся по мЪфрЪ наро- 
ставя въ равныя времена, сообразно большей или меньшей скорости ихъ 
наростаня, оказываются большими или меньшими, я изыскивалъ способы 
опредфлейя самихъ количествъ по той скорости движеня или наростатшя, 
съ которою они образуются. 

Назвавъ скорости этихъ движевЙ или наростанйй флюксями, обра- 
зуемыя же количества’ флюентами, я постепенно пришелъ около 1665 и 
.- 1666 годовъ къ методу флюксй, который я прилагаю зд$сь къ квадратурв 
кривыхъ. 

Флюкаи приблизительно пропорщюональны приращен!ямъ флюентъ, 
образующимся въ равные весьма малые промежутки времени или, точнфе 
говоря, находятся въ предфльномъ отношенйи зарождающихся приращенйй 
и могуть быть представлены какими угодно линями этимъ приращенямъ 
пропоршональными. Такъ, если площади АВО (фиг. 146), АВЮС опивы- 
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ОТБ ТЕ 
О нахожден!и центростремительныхъ силъ. 
Предложенге |. Теорема 1. 


Площади, описываемыя радбусами, проводимыми отз обращающелося 
тчьла кз неподвижному центру сил, лежать в одной плоскости и про- 
порипональны временамз описаня ил. 

РаздЪлимъ время на равные промежутки и пусть въ течеше перваго 
изъ нихъ тфло по инерщи описываеть прямую АВ (фиг. 12). Если бы оно 
не подвергалось никакому дЪйстью, то, продолжая идти по прямой, оно 


ваются ординатами ВС и ВО, движущимися равном$рно по основаню АВ, 
то флюкаи этихъ площадей относятся другъ къ другу, какъ описывающя 
ординаты ВС и ВО и могутъ быть представлены этими ординатами, ибо 
зарождаюнияся приращен1я площадей пропорщюнальны этимъ ординатамъ. 

Пуеть ордината ВС изъ своего положеня ВС перешла въ какое-ни- 
будь положене 6с. Дополнивъ параллелограммь ВСЕ проводимъ пря- 
мую ТТН, касающуюся кривой въ точкЪ С и перес$кающую продолжен- 
ныя ВА и Вс въ Г и Т, тогда приращеня абсциссы АВ, ординаты ВС и 
длины дуги кривой АСс, при этомъ образовавийяся суть Вб, Ес, Сс; сто- 
роны треугольника ЕСТ находятся въ предфльномъ (первомъ) отношени 
этихъ зарождающихея приращен!й, слфдовательно, флюк@и самихъ АВ, 
ВС и АС пропоршюнальны сторонамъ СЁ, ЕТ и ТО треугольника СЕТ, 
которыми онф и могутъ быть представлены или, что то же самое, — сто- 
ронами треугольника ГВС ему подобнато. 

То же самое получится если принять флюкаи въ предфльномъ (по- 
слфднемъ) отношени исчезающихъ частей. Проведемъ прямую Се и про- 
должимь ее до К; когда ордината, 6с будетъ возвращаться къ своему перво- 
начальному положеню ВС и когда точки с и С сольются, то прямая СК 
совпадеть съ касательной СН и исчезающий треугольникь СЁе въ пре- 
дфльномъ (послфднемъ) своемъ видЪ станетъ подобнымъ треугольнику СЕТ 
и его исчезаюпия стороны будутъ въ предзлЪ относиться другъ къ другу 
какъ стороны СЁ, ЕТ, ТС треугольника СЕТ, слдовательно, въ этомъ же 
отношенши находятся и флюксм лишй АВ, ВС и АС. Если же точки О 
и с находятся въ какомъ-нибудь маломъ удаленйи другъ отъ друга, то и 
прямая ОК будетъ находиться въ н$которомъ небольшомъ удалений отъь 
касательной. Чтобы прямая СК совпадала съ касательной ОН и чтобы 
получились предльныя (послфде!я) отношеня линй ОИ, Ес и сС, точки С 
и с должны сойтись и совпасть вполнф. Въ математическихъ вопросахъ 
нельзя пренебрегать даже самыми малыми погрфшностями. 

На основан подобнаго же разсужден!я, если равномЪфрно продвигать 
кругъ, описанный изъ точки В какъ центра радусомъ ВС такъ, чтобы онъ 
оставался перпендикулярнымъ къ АВ, то флюк@я образуемаго объема АВС 
будетъ пропорщональна площади производящаго круга и флюкая обра- 
зуемой поверхности пропорщюональна окружности производящаго круга, и _ 
флюксм длины дуги кривой АС (т.-е. ихъ произведено). Ибо въ то время 
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пришло въ с (по 1-му закону), пройдя путь Бе, равный АВ и тогда опи- 
санныя рад1усами 45, В5, с5, проведенными къ центру силъ 5 пло- 


какъ объемъ образуется ведя кругъь по абсцисс АВ, сказанная поверх- 
ность образуется ведя окружность этого круга по длин кривой АС. 

Воть еще два примЪфра этого способа. 

1. Прямая РВ вращается около заданиало полюса Р и пересткаеть 
Орузую заданиую по положению прямую АВ, требуется найти отношене 
флюкей прямыхь АВ и РВ. 

Пуеть прямая РВ (фиг. 144) перешла изъ своего положешя РВ въ 
новое положене РЬ. Отложивъ по Рь длину равную РВ, проводимъ къ АВ 
прямую РО подъ такимъ угломъ ВРО, который равенъ углу ВВС. По по- 
добю треугольниковъ 6ВС и ВРП приращеше В6 такъ относится къ при- 
ралценю СЪ, какъ РЬ къ 6). Когда прямая Рф будетъ возвращена въ свое 
первоначальное положене, чтобы приращеня исчезли, то предфльное (по- 
слЪднее) отношене приращен! или, что то же, предфльное отношеше Рё 
къ 16 обратится въ отношеше РВ кь ОВ, причемъ уголь РОВ’ станетъ 
прямымъ, сл5довательно, и флюкая АБВ будетъ относиться къ флюкаи РВ 
какъ РВ къ ОВ. 

И. Прямая РВ, вращающаяся около заданнаю полюса Р, пересткаеть 
въ друия прямыя АВ и АЕ, заданныя по положенио вз точкаль Ви Е, 
пребуется найти отношене флюкей эптиижь прямых. 

Когда вращающаяся прямая РВ (фиг. 14е) перемБстится изъ своего 
положешя РВ въ положеше `Рь, пересБкающее заданныя прямыя АБ п АЕ 
въ точкахь Ь ие, то проведя прямую Вс параллельную АЁ и пересЪ- 
кающую Рь въ с получимъ: 


Во: Во: Де 
Ве: Ве =РВБ':. РЁ. 


Изъ этихъ пропоршй сл$дуетъ: 
ВЬ: Ее = АБ. РВ: Ае.РЕ. 


Когда прямая Р возвратится въ первоначальное свое положеше РВ, 
то исчезающее приращене В6 такъ будетъ относиться къ исчезающему 
приращеню Ее, какъ АВ. РВ относится къ АЕ. РЕ, слФдовательно, въ 
этомъ же отношени будетъ находиться и флюк@я прямой АВ къ флюксш 
прямой АЁ. я 

Поэтому, если вращающаяся прямая РВ пересБкаетъ кагя-либо ва- 
данныя по положению кривыя въ точкахъ Ви Е и ставпия теперь по- 
движными, прямыя АВ и АЕ касаются этихъ кривыхъ въ точкахъ пере- 
сЪчешя Ви Е, то флюк@я длины дуги кривой, касающейся прямой АР, 
будеть такъ относиться къ флюкаи длины дуги кривой, касающейся пря- 
мой АЕ, какъ АВ.РВ относится къ АЁ.РЕ. То же самое получится 
даже и въ томъ случа, когда прямая РВ будетъь постоянно касаться до 
какой-либо заданной по положению кривой въ подвижной точкв Е: 

ПТ. Количество х течеть равноморио, надо найти фмокею коли- 
чества 2”. | - 

Въ то время, какъ количество х при своемъ течени обратится въ 
2-- 1, количество х” обратится въ (2--1)”, т.е. по нашему способу раз- 


: я 2 я? — п ! 
ложеня въ безконечные ряды въ 2” -- па". а... › При- 
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щади АБВ и В5 равны. Въ дфйствительности же, когда тфло пришло 
въ В, то пусть на него подфйствовала. ‘центростремительная сила однимъ, 
но зато большимъ натискомъ °*), вслдстве котораго тфло отклонится отъ 
прямой Ас и будетъ продолжать свой путь по прямой ВС. Проведемъ пря- 
мую сС параллельно’ В5 до встрфчи въ точкВ С съ ВС, тогда къ концу 
второго промежутка времени тёло (по слд. 1 законовъ) придеть въ точку С. 
лежащую въ одной плоскости съ треугольникомъ АБВ. Проведи БС, по 
параллельности 5В и Сс площади треутольниковъ 5 ВС и 5Вс будуть равны 
между собою, а, елБдовалельно, онф равны и площади треугольника АВ. 

Разсуждая подобнымъ же‘ образомъ, увидимъ, что если центростреми- 
тельная сила дЪфиствуеть послдовательно въ точкахъ С, О, Е ит. д. и 
заставляеть тфло описывать прямыя СО, РЕ, ЕЁ ит. д., то вс эти пря- 
мыя будутъ лежать въ одной плоскости и площади треугольниковъ $СП 


2 
ращен1я й и по м2 ... относятся другъ къ другу какъ 1 
къ лама” И ран? -|- Е 

Когда эти приращенйя исчезнутъ, то ихъ предЪльное отношене будеттъ. 
равно отношен1ю 1 къ и2”-', поэтому флюкая х такъ относятся къ флюк- 
и 1”, какъ 1 къ 742” *. 

Разсуждая подобнымъ же образомъ и пользуясь способомъ предЪль- 
ныхъ первыхъ и послфднихъ отношев!й, можно составить флюкем пря- 
мыхъ или кривыхъ лин въ любыхъ случаяхъ, а также и флюкаи по- 
верхностей, угловъ и другихъ количествъ. ВмЪстф съ тфмъ такое устано- 
влене этого анализа надъ количествами конечными и изслфдован!е пре- 
дЪльныхъ первыхъ и посл$днихъ отношен!й, зарождающихся или исчезаю- 
щихъ конечныхъ величинъ, согласно съ геометр1ею древнихъ, и я хотфлъ. 
показать, что въ методЪ флюкай нФть надобности вводить въ геометр!ю. 
безконечно малыя фигуры. 

Анализъ можеть вестись надъ какими угодно фигурами конечными 
или безконечно малыми (шйпНе рагуае), которыя предполагаются подобными 
исчезающимъ фигурамъ, а также и надъ фигурами, которыя въ способЪ. 
недфлимыхъ принимаются за безконечно малыя, надо лишь поступать съ. 
должною осмотрительностью. 

Нахождене флюенть по ихъ флюкаямъ задача болфе трудная и первая 
ступень въ ея ршен!и равносильна квадратур$ кривыхъ, о которой мною же 
давно написано слфдующее сочинене>. 

Посл этого введен1я и слфдуетъ самое изложене трактата «Ое дма- 
Чгафига сигуагат». Въ конц этого трактата приложены дв$ таблицы фор- 
мулъ, отличающихся лишь обозначенями отъ таблицъ неопредфленныхъь 
интеграловъ тЪхъ главнфйшихъ рацюнальныхъ и иррацональныхъ функц, 
которыя и теперь составляютъ обычный курсъ основавй интегральнаго 
исчисленя. 

Эти таблицы могуть въ значительной степени способствовать уясненю 
того, кавя задачи могли быть доводимы вычислетемъ до конца, основы- 
ваясь на томъ, что Ньютономъ было отуближовано.. 

3*) Латинское слово ипрШзиз вполнф передается русскимъ словомъ 
натискз, которое включаетъ въ себф какъ поняме напряженности дФйствя, 
такъ и его продолжительности. 
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и 5ВС, ЗРЕ и 5ОР, БЕЕ и БОЕ будуть между собою равны.‘ Сл$дова- 
тельно, въ равныя времена описываются равныя площади, расположенныя 
въ неподвижной плоскости. Слагая получимъ, что каюмя угодно суммы 
этихь площадей какъ ЗАО5 и бАЁБ будуть относиться какъ времена ихъ 
описан!я. Увеличивая затфмъ число треугольникове и уменьшая ихъ вы- 
‚соту безконечно, получимъ, что въ предфлЪ периметрь АДЁ (по. ел6д. 4 
леммы 3-ей) будеть кривою лишей и, сл$довательно, центростремительная 
сила, которою тЪло отклоняется все время.отъ касательной къ этой кривой, 
дЪйствуетъ непрестанно, площади же 5405 и БАЕ5, описываемыя ращу- 
сомъ постоянно пропорщональныя временамъ ихъ описатя будутъ и въ 
предфлВ этимъ временамъ пропоршональны. 

Слъдетвзе 1. Скорость тфла, притягиваемаго къ неподвижному центру 
въ пространствЪ несопротивляющемся, обратно пропорц1ональна длинЪ пер- 
пендикуляра, опущеннаго изъ центра на касательную къ орбитЪ. 

Дфйствительно, скорости въ точкахъ А, В, С, 0, Е пропорцюнальны 
основатямъ А.В, ВС, СЮ, БЕ, ЕЁ и т. д. Эти же основан!я обратно про- 
порщональны перпендикулярамъ, на нихъ опущеннымъ. 

Сльдетве 2. Если на хордахь АВ и ВС двухь дугъ, описанныхъ 
въ равные промежутки времени, построить параллелограммъ АВСТ и про- 
вести его дагональ ВТ, то предфльное ея положене, котда сказанныя дуги 
безконечно уменьшаются, проходитъ черезъ центръ силъ. 

Слтдстве 3. Если на хордахь АВ и ВС, РЕи ЕК дугь, опибван- 
ныхъ въ равные промежутки времени, построить параллелограммы АВСТ, 
РЕЕЙ, то силы, дЪйствующая на тфло въ Ви Е, находятся въ предфль- 
номъ отношени д1агоналей ВУ и ЕЙ, при безконечномъ уменьшен!и дугъ. 
Такъ какъ перемфщеня ВС и ЕЁ тЪла слагаются (по сл$д. 1 законовъ) 
изъ перемфщенй Вс и ВТ, ЕЁ и ЕЙ и такъ какь ВТ равное Сс и ЕЙ 
равное Ё/ предыдущаго доказательства происходятъ отъ натисковъ центро- 
стремительной силы въ Би Е, то сказанныя д!агонали этимъ натискамъ 
‘пропоршюнальны. я 

Сльдетве 4. Силы, которыми тЪфла въ пространствЪ сопротивлея 
неоказывающемъ, отклоняются отъ прямолинейнаго движеня и вынуж- 
даются двигаться по кривымъ, относятся между собою какъ направленныя 
къ центру силъ стрфлки, проведенныя черезъ середины хордъ дугь, опи- 
санныхь въ равные промежутки времени, когда эти дуги уменьшаются 
безконечно. Ибо эти стр$лки равны половинамъ т$хъ дагоналей 3°), о ко- 
торыхъ шла р$фчь въ слфдетыи 3-мъ. 


35) За промежутки времени, въ. продолжене которыхъ образуются 
сравниваемыя отклонен!я, возьмемъ т, въ которыя т$ло перешло изъ А 
въ Си изъ Л) въ Е. Для перваго три послёдовательныя точки троектори 
суть А, В и С, причемъ В будеть въ предфлЪ вершиною, лежащею по 
средин дуги АС, а прямая АС—хордою, тогда очевидно, что АС перес%- 
каясь съ ГВ раздфляеть эту посл$днюю постоянно пополамъ, значить 
стрфлка дуги АС и составитъ въ предфлф половину д1агонали ВТ. 


Слюдстве 5. Поэтому тавя силы такъ относятся къ силф тяжести, 
какъ эти стр$ёлки къ перпендикулярнымъ къ горизонту стр®лкамъ 36) 
параболическихъ дугь, описываемыхъ ‘брошенными тфлами въ тф же про- 
межутки времени. 

Такой способъ принятъ сообразно леммЪ Х, служащей ему осно- 
вашемъ. 

Олъдетве. 6. Все вышеизложенное имфетъь мЪсто, по слфдетвшю У’ ва- 
коновъ и въ томъ случаЪ, когда плоскости, въ которыхъ тфла движутся, 
не находятся вмфетЪ съ расположенными въ нихъ центрами силъ въ по- 
коф, а движутся равном$рно и прямолинейно. 


Предложене |. Теорема ||. 


Если тмьло движется по какой-либо плоской кривой стакь, что 
радёусомз, проведеннымь кз неподвижной точкь или къ точит, двиюу- 
щейся равномърно и прямолинейно, описываются площади, пропорило- 
нальныя времени, то это тъло находится п0дз дъйствемь центро- 


стремительной силы, направленной кз сказанной точкъ. 

Случай 1. Веякое тфло, движущееся по кривой линш, отклоняется 
отъ прямолинейнаго пути н®которой силой на него дЪфйствующей (по 
1-му закону). Сила эта, отклоняющая тЪло оть прямолинейнаго пути и 
побуждающая его въ равныя времена описывать около неподвижной точки. 
весьма малые треугольники ЗАБ, ЗЯС, 5СГ и т. д., равные по площади, 
дЪйствуетъ въ точкЪ В (фиг. 12) по прямой параллельной сС (по предло- 
женио 40-му 1-й книги элементовь и П закону), т.-е. по лини В5, въ 
мЪстЪ С она дЪйствуетъ по линйи параллельной 40), т.-е. по Об ит. д. 
Итакъ, сила эта постоянно направлена къ сказанной неподвижной точк% 5. 

Случай 2. По 5-му сл$детвшю законовъ безразлично, находится ли 
плоскость, въ которой тфло описываетъ свою траектор!ю въ покоф или 
движется вмфстЪ съ тфломъ, описываемой кривой и точкою 5 равном$рно 
и прямолинейно. 

Слюдстве 1. При движении т$ла въ пространств или въ средЪ, ко- 
‚торыя сопротивленя не оказывають, если площади не пропорцюнальны 
времени, то сила не направлена къ точкЪ встрЪфчи радлусовъ, но уклоняется 


36) Напряженя поля центростремительной силы сравниваются съ си- 
лою тяжести не по ихъ «ускоренямъ», а по производимымъ ими «откло- 
ненямъ» отъ касательной въ продолжене безконечно малаго промежутка 
времени одинаковаго въ обоихъ случаяхь. Очевидно, что оба способа срав- 
нен!я силь равнозначущи, ибо сказанныя отклонеюя выражаются такъ: 
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или въ ту сторону, куда движене происходитъ, когда описан!е площадей 
ускоряется, или въ сторону обратную, когда оно замедляется. 

Слъдетве 2. Если описаше площадей ускоряется даже въ сопроти- 
вляющейся сред, то направлене силы уклоняется отъ точки встрЪчи ра- 
дпусовъ въ ту сторону, куда движене происходитъ. 


Поученте. 


Т$ло можетъ находиться подъ дёйствнемъ нЪеколькихъ силъь, въ та- 
комъ случаЪ смыслъ предложеня тотъ, что сила, составленная изъ всЪхъ 
ихъ, направлена въ точку 9. Если при этомъ которая-нибудь изъ силь 
дЪйствуетъ по направлению постоянно перпендикулярчому къ той плоскости, 
въ которой площади описываются, то она заставляла бы тЪло лишь укло- 
няться отъ этой плоскости, причемъ величина описываемой въ ней площади 
не увеличивается и не уменьшается, слЪдовательно, при составлени силъ 
такая сила можетъ быть отбрасываема. 


Предложене 1. Теорема 11. 


Тъло, движущееся вокруь друлою так, что площади, описываемыя 
радусомь, проведеннымь къ центру этою второю пиьла, в5 свою очередь 
Овикущшилося какь бы то ни было, пропорщональны временамз, нахо- 
дилтся 1005 дъйстваемь силы, слаающейся изз центростремительной, 
направленной кз центру этою второю тъла и полной ускорительной 
силы, дъйствующей на это второе тльло. 

Обозначимъ первое тфло черезъ Г, второе черезъ Т, тогда (по слЪд. УТ 
законовъ) если бы приложить къ обоимъ тфламъ силы равныя и противо- 
положныя ускорительной силЪ, дЪйствующей на второе тфло 7, то первое 
тфло Г, будетъ продолжать описывать вокругъ второго тфла Л тавя же 
площади какъ и ранфе, но тогда сила, которая ранфе дЪйствовала на 
тЪло Т, будеть уничтожена силою ей равною и противоположною и, слЪ- 
довательно (по 1-му закону); это второе тЪло Т, будучи предоставлено 
самому себЪ, или покоится, или движется равномфрно и прямолинейно, 
первое же т$ло Г, подъ дфйствемъ разности силъ, т.-е. подь дЪйстнемъ 
оставшейся силы продолжаетъ описывать около /’ площади, пропорщюналь- 
ныя времени, слфдовательно (по теор. 1), эта разность силъ направлена 
ко второму тфлу Т какъ кь центру. 

Слюдетве 1. Итакъ, если тЪло Г, обращаясь около тфла Т, описы- 
ваетъ проведеннымъ къ нему радусомъ площади, пропорцюнальныя вре- 
мени и если изъ полной силы (или простой, или составленной изъ нЪ- 
сколькихъ по правилу параллелограмма), дЪйствующей на тфло Г, отнять 
(по тому же правилу) полную ускорительную силу, дЪйствующую на вто- 


рое тЪло, то полная оставшаяся сила, дЪйствующая на первое т$ло, на- 
правлена ко второму какъ къ центру. 

Ольдстве 2. Если сказанныя площади лишь весьма близки въ про- 
порщональности времени, то и оставшаяся сила направляется лишь весьма 
близко къ Т. : 

Сльдсетве 3. Обратно, если оставшаяся сила направляется весьма 
близко къ Т, то и сказанныя площади будуть весьма близки къ пропор- 
щональности. ) 

Слъьдетие 4. Если радусъ, проведенный отъ перваго тфла Г, ко вто- 
рому 7, описываетъ площади, совершенно не слЪдуюцйя отношеню вре- 
менъ, это же второе т$ло или покоится; или движется равномфрно и прямо- 
линейно, то, или центростремительная сила, направленная на второе т$ло 7, 
равна нулю, или же ея дЪистые смЪшивается, слагаясь съ гораздо болЪе 
мощными дфйстныями другихъ силъ; полная же сила, составленная изъ 
всЪфхъ дфйствующихь на тфло Г, силъ, если таковыхъ нЪеколько, на- 
правлена къ н®которому другому (подвижному или неподвижному) центру. 
То же самсе имфетъ м$сто, когда второе тфло Т движется какъ бы то ни 
было, предполагая, что за центростремительную силу принимается та, ко- 
торая остается за вычетомъ полной ускорительной силы, дЪйствующей 
на это второе тЪло 7. 


Поученте. 


Такъ какь равномфрное описане площадей служить указателемъ 
центра, къ которому направляется оказывающая наибольшее вияше на дви- 
жущееся тЪло сила, которою оно’и отклоняется отъ прямолинейнаго пути 
и удерживается на своей орбит$, то почему бы не принять въ послфдую- 
щемъ равном$рное описане площадей вообще за признакъ центра, около 
котораго происходитъ всякое круговое движене въ свободномъ пространств? 


Предложене 1\. Теорема ПУ. 


При движении тьъль, описывающих равномърно различные круш, 
центростремительныя силы направлены кб центрамг этихжь круювь и 
пропорйональны квадратамз описываемых5 в5 одинаковое время ду, 
раздъленнымь 37) на радиусы круповв. 

По пред. П и сл%д. 2 пред. Т силы направлены къ центрамъ круговъ 


т) Въ «Началахъ» вездЪ примфнена старинная геометрическая тер- 
миноломЯя, т.-е. не говотится про умножен1е двухъ отрФзковъ, а про «пло- 
щадь прямоугольника, получаемаго проведенемь одного изъ нихъ по дру- 
тому», когда же надо произведене двухъ отр$зковъ раздфлить на трети, 
то говорится: «приложить (аррИсаге) данную площадь къ заданной длинЪ», 
въ переводЪ принята общеупотребительная теперь терминоломя. 


и относятся другъ къ другу какъ синусъ верзусы *°) (пред. Т сл. 4) дугъ, 
описываемыхъ въ весьма малые равные промежутки времени, т.-е. какъ 
квадраты этихъ дугъ, раздленные на д1аметры круговъ (лем. УТ), а такъ 
какъ эти дуги пропорщональны любымъ дугамъ, описываемымъ въ равные 
промежутки времени, даметры же пропорц!ональны радусамъ, то и силы 
относятся между собою какъ квадраты одновременно описываемыхъ дуть, 
раздЪленные на рад1усы круговъ. 

Сльдстве 1. Такъ какъ эти дуги пропорщюональны скоростямъ тЪль, 
то центростремительныя силы прямо пропоршональны квадратамъ скоро- 
стей и обратно пропорцюнальны радусамъ круговъ. 

СОльдстве 2. Такъ какъ времена обращен!я пропорпюональны: прямо 
радтусамъ и обратно скоростямъ, то центростремительныя силы прямо про- 
порпональны радусамъ и обратно пропорщональны‘ квадратамъ временъ 
обращен1я. 

Сльдетве 3. Поэтому если времена обращен!я равны и, сл$довательно, 
скорости пропоршональны радусамъ, то и силы имъ пропоршональны и 
наоборотъ. 

Слтдстве 4. Если времена обращеня и скорости пропоршональны 
корнямъ квадратнымъ рад1усовъ, то центростремительныя силы равны и 
наоборотъ. р 

Ольдетве 5. Если времена обращен!я пропорщюнальны радусамъ и, 
слфдовательно, скорости равны, то силы обратно пропоршюнальны раду- 
самъ и наоборотъ. 

Слюдетве 6. Если времена обращен!я находятся въ полукубическомъ 
отношен!и радусовъ, то центростремительныя силы обратно пропорцю- 
нальны квадратамъ радусовъ и наоборотъ. 

Ольдстве 7. Вообще если времена обращен1я пропорцюнальны какой- 
либо 7-ой степени радусовъ В, т.-е. В” и, слФдовательно, скорости обратно 
пропорщональны степени’ В"-*, то центростремительныя силы обратно. 
пропорциональны В?-1 и наоборотъ. 

Слъдстве 8. Все сказанное выше о скоростяхъ, временахъ и силахь 
относится и къ тому случаю, когда тфла. описываютъ подобныя части ка- 
кихъ-либо подобныхъ фигуръ около центровъ, расположенныхъ въ сход- 
ственныхъ ихъ точкахъ. Это’ слфдуетъ изъ предыдущаго доказательства, 
распроетраненнаго на этотъ случай, надо лишь при этомъ вм$сто равно- 
мфрнато движен!я принимать равномЪфрное описаве площадей и вм$ето 
радусовъ брать разстоян!я тфлъ до центровъ. 

Олъдетве 9. Изъ того же доказательства вытекаетъ, что длина дуги, 
описываемой въ какой-либо промежутокъ времени тФломъ, равномфрно 
обращающимея по кругу подъ дЪйстыемъ заданной центростремительной 


33) Во времена Ньютона и боле 150 лБть еще послБ него разематри- 
вались ирионометрическя лищи, а не функции, т.-е. не отвлеченныя числа, 
показываюния отношен!я этихъ лин КЪ радйусу, какъ теперь. 


о 4 


силы, есть среднее пропоршюональное между д!аметромъ круга и путемъ, 
проходимымъ т5мъ же тфломъ въ то же время-при свободномъ его паден!и 
подъ дфИстыемъ этой силы 3). 


Поученйе. 


Случай, указанный въ слфдотыи 6-мъ, имфетъ мЪсто для небесныхъ 
тЪлъ (какъ-то независимо другь отъ друга отм$тили Вренз, Гукь и Галлей), 
поэтому относящееся къ центростремительнымъ силамъ, убывающимъ про- 
поршонально квадратамъ разстоян1й отъ центра, я рёшиль изложить въ 
посл$дующемъ подробнЪе. 

При помощи предыдущихъ предложенйй можетъ также быть выведено 
отношен!е центростремительной силы къ какой-либо извЪстной силЪ, напр., 
къ сил тяжести. Ибо если тЪло обращается около земли по кругу подъ 
дЪйстНемъ силы тяжести, то эта сила и есть центростремительная. Ее 
можно опредфлить на основан! слфд. 9-го по паденю тЪлъ и по времени 
оборота и величинЪ дуги, описываемой въ заданное время. Такого рода 
предложенями Гюоменсь въ превосходномъ своемъ сочинены Бе Ного!0510 
озсИТатог!о и сопоставиль силу тяжести съ центробЪжными силами вра- 
щающихся тфлЪ. 

Вее предыдущее можеть быть доказано и слБдующимъ образомъ: 
вообразимъ, что въ кругь вписанъ правильный многоугольникъ съ лю- 
бымъ чиеломъ сторонъ. Тфло, при своемъ движени съ данною скоростью 
по сторонамъ многоугольника, при каждомъ изъ угловъ будетъ претер- 


33) Обозначая черезъ: В радмусъ круга, $ длину дуги, т разематри- 
ваемый промежутокъ времени и х центростремительную силу, т.-е. ея уско- 
реше, имфемъ по доказанной теорем 


гдЪ А нЪкоторая постоянная. 
2=8 


ЗамЪфтивЪъ, что $ = Т.х, гл Г скорость тфла и т=-т, гдф Г есть 


время оборота изъ формулы (*) и получимъ вс перечисленныя слЪд- 
стыя 1—8. 
Сл$детне 9 приведено чтобы установить постоянную /. въ формул® (*); 
для равномфрно ускореннаго движетя имфетъ м$фсто формула 26=5. =. 
Ч ` 58 И 
кромЪ того 5? =20 .0 при весьма маломъ 0, отеюда © ==. 
Предполатая теперь промежутокъ времени < конечнымъ, для свобод- 
наго паденя подъ дЪйстйемъ силы коей ускореше $ имфемъ 2 = 0.1’, 
путь же 5 пройденный равномфрно по кругу въ это же время будеть 
5 = Т.ъ слфдовательно, будеть вообще: 


© 3 = 2 ПА. 


ие В, == 


ифвать отражене отъ круга; сила, съ которою оно будетъ давить на кругъ 
при каждомъ отдфльномъ отражени, пропорцюнальна скорости, слЪдова- 
тельно, сумма силъ въ течене заданкаго времени будетъ пропорщюональна 
скорости и числу отражен!й *°), т.-е. (при данномъ числ$ сторонъ много- 
угольника) сила будетъ пропорщональна длинф, описанной въ вышеука- 
занное время, умноженной на отношене этой длины къ рад1усу, т.-е. бу- 
детъ пропорщюнальна отношен!ю квадрата этой длины къ радусу, слЪдо- 
валельно, при безконечномъ уменьшен!и сторонъ многоугольника, когда онъ 
совпадетъ съ кругомъ, сила станетъ пропорцюональной отношен!ю квадрата 
дуги, описанной въ заданное время къ рад!усу. Такова центробЪжная сила, 
съ которою тЪло давитъ на кругъ, ей равна и противоположна сила, съ 
которою кругъ отталкиваетъ тфло къ своему центру. 


Предложене У. Задача |. 


При извъстной в5 любомь мъестиь скорости, съ которою тльло 
описываеть заданную Фиуру подь дъйствемь силь, направленныхь къ 


постоянному центру, найти этоть центу. 

Пусть три прямыя РТ, ТОТ, ГВ (фиг. 13), пересБкаюцйяся въ точ- 
кахъ Ти Г, касаются данной фигуры въ точкахъ Р, ©, В. Еъ касатель- 
нымъ въ точкахъ Р, ©, Ё возставляются перпендикуляры и по нимъ откла- 
дываются длины РА, ОВ, ВС обратно пропорцюнальныя соотв тствующимъ 
скоростямъ и черезъ точки А, Ви С проводятся параллельно касатель- 
нымъ прямыя СЕ, ОБЕ и АО, пересЪкаюнияся въ точкахъ Г) и Е. Про- 
ведя ГЕ и ТО въ точк% ихъ пересЪченшя 5 и получимъ требуемый центръ. 

Дъйствительно, перпендикуляры, опущенные на касательную Ри ОТ 
изъ центра К обратно пропорщюональны скоростямъ, сл$довательно, по по- 
строеню пропорцюнальны длинамъ РА и ОВ, т.-е. разстояямъ точки Г 
до касательныхь РТ и ©Т. Отеюда легко заключить, что точки Т, ), 5 
лежать на одной прямой. Подобно этому и точки Г, Е, 6 должны лежать 
на одной прямой, слЪдовательно, искомый центръ 5 находится въ перес%- 
чеши прямыхъь ТО и ГЕ *") 


+. 


4) Надо воображать многоугольникъ съ весьма большимъ числомъ 
сторонъ и подъ словами «сумма силъ» надо разум$ть сумму изм5ненй 
количества движен!я тЪфла происходящихъ въ продолжен!и даннаго проме- 
жутка времени. 

1) Аналитическое рЪшен1е этой задачи сводится къ слБдующему: 
пусть скорости въ точкахь Р, ©, В соотв$тственно суть в,, %,, 6, и 
уравнен!я касательныхъ а; -- Ву-|- в: = 0(1==1, 2, 3) тогда координаты 
центра”5 (&, п) и постоянная площадей с опредфляются изъ уравневйй: 


^ @Е-Рьм-Р о). = Иа? @=1 5, 3), 


выражающихь услове, что постоянная площадей < равна произведению 


ИО 


Предложене \1. Теорема У. 


Если тльло, обращаясь по какой бы. то ни было. орбитль около не- 
подвижало центра в пространствь не оказывающемь сопротивленя, 
описываеть в5 течене какою-либо весьма малаю промежутка времени 
весьма малую дууу, и черезь середину этой дущи проведена струлка, 
направленная кз неподвижному центру, то центростремительная сила 
70 серединь душ пропорйональна этой стрълкь и обратно пропорио- 


нальна квадрату времени ея описалия. 

ДЪйствительно (слфд. 4 пред. 1) стрфлка дуги, описанной въ течене 
заданнаго промежутка времени, пропорцональна силф, а такъ какъ при уве- 
личени промежутка времени въ какомъ-нибудь отношен!и пройденная дуга 
увеличится въ томъ же отношении, ‚стрЪлка же увеличится въ этомъ отно- 
шен!и возвышенномъ во вторую степень (слфд: 2 и 3 леммы Х), слЪдо- 
вательно, стрфлка пропорцюнальна сил и квадрату времени. Отсюда сл%- 
дуетъ, что сила пропорцональна стрфлкЪ и обратно пропорцюнальна ква- 
драту времени. 

То же самое легко доказывается пользуясь слфдетнемъ 4-мъ леммы Х. 

Сльдстве 1. Если тфло Р (фиг. 15), обращаясь вокругъ центра ›, 
описываеть кривую АР и прямая 7РЕ касается этой кривой въ точк$ Р 
и изъ какой-либо точки О этой кривой весьма близкой къ Р проводится 
прямая ОВ параллельная 5Р и на 5Р опускается перпендикуляръ ОТ, то 


центростремительная сила будетъ обратно пропорщональна предЪльной 
РА о 

величинЪ, къ которой приближается количество - с, когда точки Р 
и О сливаются между собою. Ибо ОЁ равно стрфлкЪ удвоенной дуги ОР, 
коей середина есть Р, удвоенная же площадь треугольника БОР, т.-е 
ЮР.ОТ пропоршональна времени, въ течене котораго эта двойная дуга 
описывается, слфдовательно, это произведене можно ввести въ пропорцию 
вмЪсто времени. 

Слюдстве 2. Центростремительная сила обратно пропорщональна пре- 


2 2 й 
ДЪлу количества Е Ф, тдЪ БУ есть перпендикуляръ опущенный изъ 


центра силъ на касательную РА къ орбит%, ибо произведен!я 
ЗО ©2307" 


Сльъдстве 3. Если сама орбита круговая или если въ точк$ Р проведенъ 
КЪ этой орбит кругь имфющШ съ нею въ этой точкЪ одинаковую кри- 


изъ скорости’на разстоян!е отъ центра до касательной къ траектори. Какъ 
видно эти уравнен!я первой степени. относительно неизвёстныхъ &, м И с, 
слфдовательно, ихъ р-шене не представляетъ затрудненйй. 


визну и образующй съ нею наименьши утолъь соприкосновен1я (см. 
прим. 32), и если РУ есть хорда этого круга проведенная черезъ центръ 
силъ, то центростремительная сила будетъ обратно пропоршональна объему 


бУ?.РУ ибо РУ по свойству круга кривизны. 


Слюдетве 4. При тЪхъ же предположен1яхъ центростремительная сила 
прямо пропорщональна квадрату скорости и обратно пропоршюональна, ска- 
занной хордЪ, ибо скорость обратно пропорцюнальна перепендикуляру ЗУ 
(сел д. 1 пр. 1). 

Слъдетве 5. Такимъ образомъ, если дана какая-либо кривая АРО и 
внутри ея точка ©, къ которой постоянно направляется центростремитель- 
ная сила, то можно найти законъ этой силы, дфистыемъ которой тфло Р. 
отклоняется отъ прямолинейнаго пути, удерживается на кривой и вынуж- 
дается описывать ее. Для этого надо вычислить или объемъ о 
или же объемъ ХУ?. РУ обратно пропорцональный этой силЪ *?). Въ слЪ- 
дующихъ задачахъ мы даемъ примфры такого опредфлен!я центростреми- 
тельныхЪъ силъ. 


Предложене УИ. Задача И. 


Тъло обращается по окружности круа, ‘требуется найти, закон 
центростремительной силы направляющейся кз какой-либо заданной 


точкь. 
Пусть ГОРА (фиг. 16) есть окружность круга, 5 — заданная точка, 
къ которой какъ къ центру направляется сила, Р-—движущееся по окруж- 


2) Эта теорема и ея сл$дстыя приводятъ къ основной формулЪ слу- 
жащей для опредБлен!я центростремительныхь силъ. Обозначая черезъ с 
постоянную площадей, черезь х весьма малый промежутокъ времени, въ 
течеше котораго тфло проходить путь РО, и черезъ х ускорене, будемъ 


имЪть: | 
ОЕ= то. 


р) Ф.т 
и 
с. 2ВРО--БР ЮТУ. РО 
откуда: 
Со 52. 01°, ВУ. 20 90 
о": Е -. ОИ 155 РИ. | НИ, 


Это и есть формула Ньютона. 

Обозначимъ черезъ р радуеъ кривизны въ точкЪ Ри черезъ х уголъ 
РБбУ тогда, полагая бУ=ри ЗР==х, будемъ имфть: РУ==2рсо3%; р=="с0$® 
и слфдовательно, 

а НО МЫ 


Р=- р’. 2р603Ф р. 


РаБате! въ Мефо4ез дапз 1ез зепсез 4и га1зоппетепз 1. ТУ, стр. 276. 


ности тфло, 9 — близкое къ нему м%сто въ которое бы оно перешло, РАЙ 
касательная въ точкБ Р. Черезъ точку 5 проводимъ хорду РГ, проведя 
даметръ Г/Л, соединяемъ РА, на БР опускаемъ перпендикуляръ ОТ, коего 
продолжене пересФкаетъ касательную въ точкЪ И. Черезъ @ проводимъ 
хорду Г.В параллельную Р5, перес$кающую касательную въ точк% Ви 
кругъ въ точкЪ Г.. Изъ подоб]я треугольниковъь 2098, ИТР, ГРА, слфдуетъ: 


И 
по свойству же круга, 


ПРИЕМ. 
слЪдовательно, 
„ ОВ -.ВТ.. РУ 
в. АТ? 3 


7 


Умножимъ 06$ части этого равенства на ОЕ и такь какъ Ри О 
сливаются то вместо АГ, напишемъ РГ, тогда получимъ: 
С 
Па = 
Слфдовательно (слЪд. 1 и 5, пред. УТ), центроетремительная сила 


Е ЮРА Ру? 
обратно пропоршональна — ду: ›@ Такъ какъ АТ” есть величина по- 


стоянная, то эта сила обратно пропоршональна произведен квадрата, раз- 
стоян!я на кубъ хорды. 


Го же самое иначе. 


На продолжеше касательной РА опускается перпендикуляръ ХУ, тогда 
по подобию треугольниковъ ЗУР, ГРА будетъ: 


АТ: РУ=БР: БУ, 


обращаетъ внимане, что формула Ньютона равносильна такъ называемой 
формул Бине, которою пользуются теперь. Въ самомъ дЪлЪ, примемъ 
точку 5 за полюсъ, какую-нибудь прямую, напр., БА за полярную ось, 
тогда, полагая уголь АБР =0, будетъ 


(в). о. 
ф = С05% = 7? в. бе а = Я 
=== ор. я . а)? 7 г ль 
о, 
та). 


подставляя въ формулу (2) имфемъ 


2 


ео й | 
аа 

Это и есть формула Бине. Но такъ какъ Ньютонъ при изложени 
«Началъ» не пользуется аналитической теометрлей и избфгаеть примфненй 
исчислен1я флюкасй, въ которомъ выражене для кривизны у него имфется, 


то онъ и ограничивается формулами (1), выражая ихъ пропорщями, и не 
приводя коефищента пропорщюональности 26°. 


ча 


слЪфдовательно, 
чиРУ. 5 
В — И. 
и 
чит ПОР ЕВИ! 
оУЗНУРИ 5 ду — 
центростремительная сила (по слфд. 3 и 4 пред. УТ) обратно пропоршо- 
2 $ 
нальна Е а такъ какъ 41”? есть величина постоянная, то эта сила 


обратно пропорцюнальна “?) 5Р?.РУ?. 

Сльдетве 1. Если заданная точка 5, къ которой постоянно направ- 
ляется сила, лежить на окружности этого круга, скажемъ въ Г, то центро- 
стремительная сила будеть обратно пропорц1ональна пятой степени раз- 
стоявя БР. 

Слюдстве 2. Сила, которая можетъ заставить тфло Р обращаться по 
кругу АРТУ (фиг. 17) около центра силъ 5, такъ относится къ другой 
силф, которая могла бы заставить то же т5ло обращаться по тому же круту, 
но около другого центра силъ В, какъ ВР?. ОР относится къ 5%, при- 
чемъ С есть отрфзокъ прямой параллельной РИ заключенный между 
точкою в и касательной къ кругу проведенной въ точкЪ Р. По построено 
видно, что первая сила такъ относится ко второй какъ ПР?. РТз:5Р?. РУ? 


з 73 
или какъь ВР2.БР: ВР но изъ подоб1я треугольниковъ бРаи ТРУ 
слфдуетъ 5@ = о и значитъ предыдущее отношене равно 
ИР. БР 


ЕЕ 
Слъдстве 3. Сила, мотущая заставить. тБло Р обращаться по какой- 
либо орбитЪ вокругъ центра силъ 5, такъ относится къ силЪ, могущей 
заставить то же т$ло Р въ такое же время обращаться по той же орбитЪ, 


какъ ОР. АР? относится къ 54°, ибо силы для еказанной орбиты и для 
ея круга кривизны во всякой точкз Р равны. 


Предложене У. Задача Ш. 


Тъьло движется по полукрму РОА, требуется найти законз 
центростремительной силы, которая мозла бы производить такое дви- 


3) Этотъ результать непосредственно получается изъ формулы 
6? 

р. ° 
вательно, 


$ — ибо въ данномъ случа р = В, р=со5®; РУ=28с0$%®, ел%до- 


сх 1 т 
== 80°А?. а НЕЕЯ 
" В . 7320535 т РУ 


жене, будучи направленной кз столь отдаленной точкь 5, что всь 


прямыя Рб, 05 и пр. можно считать между собою параллельными. 
Черезъ центръ полукруга С’ (фиг. 18) проводимъ даметръ перпенди- 
кулярный къ сказаннымъ параллельнымъ и пересфкающ ихъ въ М, М, 
и соединяемъ СР. 
Изъ подобныхь треугольниковъ ОРЛ, РИТ, В7О слфдуетъ: 


РИ: АВР. О. 
по свойству же крута: 
ЕР? = 0 Е. (ВМ - 9М) 
или въ предфлЪ, ксгда точки Ри О совпадуть 
ВР АРТ: ОМ. 


СлЪдовательно, будетъ 


ОТ? _ ЭРМз 
ОЕ — ОР 
и 
01?.5Р _ 2РМз. 5Р: 
ОЕ СР? 
т.-е. (по слЗд. Ти 5 пред. УТ) искомая центростремительная сила обратно 
н 2РМз.5Р? 26Р? 
пропорцюнальна — ср» — или отбрасывая постоянную величину "ОР 


обратно пропорцюональна Р.М?. То же самое легко получаетея изъ преды- 
дущаго предложеня. 


Предложене 1Х. Задача М. 


Тьло обращается по спирали РО, переспкающей всь радиусы 
БР, 50 и м. 0. п0д5 заданнымь уиломь, требуется найти закон 


ценлтростремительной силы направленной кз центру спирали. 

Будемъ брать весьма малый уголь РО (фиг. 19) постоянно одной 
величины, тогда въ виду постоянства вефхъ утгловъ фигура ЭРАОТ при 
всякомъ положеви точки Р будетъ постоянна по виду (т.-е. будетъ оста- 

ОТ 


ваться подобной) и значитъ отношене Е будеть постоянное, слфдова- 


тельно, о будетъ пропоршюонально @.7, а такъ какъ отношеше ОТ къ АР 
также постоянное, то ОТ пропорщюонально ХР, селФдовательно и о пропор- 
цонально БР. При измфненш угла Р5@, стрзокь ОВ будеть измЪфняться 
пропорцюнально квадрату РЕ или ©Т (лемма ХГ), слфдовательно, отно- 
чт’ 
ов 


шене останется безъ измфненя, т.-е., по прежнему пропорщюональ- 


== ВП 


ОТ*. ВР? 
ов 
(пред. УТ сл. 1 и 5), центростремительная сила обратно пропорщональна, 

кубу разстояня ЭР. 


нымъ КР. Поэтому будетъ пропорщюнально 5Р°, и сл довательно 


То же самое иначе. 


Перпендикуляръ ХУ опущенный на казательную и хорда РТ круга 
кривизны спирали въ точкЪ Р находятся въ постоянномъ отношени къ 
разстояню БР, поэтому ЗУ?.РУ пропорщонально 5Р°, что обратно про- 
порщюнально центростремительной сил (УТ, 2, 3). 


Лемма ХИ. 


Всь параллелофраммы построенные на сопряженныха Яаметрахь 


заданналю эллипса или зитерболы равны между собою по площади. 
Установлено въ учени о коническихъ с$ченяхъ. 


Предложене Х. Задача \. 


Тъло обращается по эллитсу требуется найти законъ ицентро- 
стремительной силы направленной кз центру эллитеа. 

Пусть СА и СВ (фиг. 20) полуоси эллипса, Ра и ОК два сопря- 
женныхъ его дламетра, РР, ОТ’перлендикуляры къ этимъ д1аметрамъ, 9 
ордината къ даметру РС. Дополнимъ параллелограмь @оРВ, по теорйи 
коническихь сфчешйй имфемъ 


2 
= — „Ро. еС 


по подоб1ю треугольниковъ 05. и РОК будетъ 


и 0: РО? 
(РЕ Зея . 
слЪдовательно, будетъ 
ит. Р0* 


РЕ. СР. 1Р%, 


Вм$ето Ро можно написать 9К, вмЪето СР.РК равное ему произве- 
деше ВО. АО и въ предфлБ ЭРО вмЪсто %С, тогда получимъ: 
От Ре» -280:.А02 
ОВ Е РС : 


слфдовательно (УТ, 5), центростремительная сила обратно пропорщональна 
2В0?. А(? 
РС 


«ИзвЪст1я» Ник. Морской Академ. 4 6 


‚ а такъ какъ 2ВС*. АС? есть величина постоянная, то центро- 


Я” = 


. 1 . 
стремительная сила обратно пропоршональна, Ра’ Те. прямо пропорцю- 
нальна разстоян!ю “*) до центра РО. | 


То же самое инаме. 


На прямой РС по другую сторону отъ точки Т возьми точку % такъ 
чтобы было Ти=Ть, затмъ возьми иГ такъ чтобы было и: @=00?:РО?, 
а такъ какъ по свойствамъ коническихъ сЪчен!й: 


(2: Рь..@= Р0*: РО? 
то будетъ | ея 
(0? — Ри. и Г. 


Сложивъ почленно это равенство съ слёдующимъ: 


(Рь-- ТТ) Ре = Рь.иР 
получимъ: 
Ро. РИ: 


СлФдовательно, кругь касаюпийся коническаго сфчешя въ точкЪ Р 

и проходяпий черезъ точку @ пройдетъ и черезъ точку Г. При совпадени 
точекъь Ри @ отношене иГ:®С равное отношеню ОО?: РС? обратится въ 
‹ : 2 

отношеше РТ: РС, т.-е. РУ:2РС, и сл$довательно, будетъ РУ = о. 
Поэтому сила заставляющая тфло обращаться по эллинсу будетъ обратно 


. 200. РЕ? о т 
пропорщональна —— рр ‚ а такъ какъ произведеше 20С?. РЕ? по- 


стоянное, то эта сила прямо пропорщональна РС. 


44) Отнесемъ эллипеъ къ его сопряженнымъ д1аметрамъ. ОР и СР, 
длины коихъ обозначимь черезь а, и 6, и. уголь между ними черезъ о, 
тогда будетъ ? к 


Чу в" — 27); ОТ? = 07.50; ОВ=а-—х 
г 


. 90%: 9В > 
и тогда выражеше © = 97. Р0? даетъ: 

__ 20. (и—®) 262 (аа — =) те Е тих 262.1? 
тит а. за 6,2 (а? — 27) виРа 0,2. зш?а. (и -- 2)  а°6. За. (ал) 


Но аъ . $1? о == 9?9?, гдф а и 6 полуоси эллипеа, вмфетЪ съ тфмъ 
въ предёлБ будетъ х =а, = СР поэтому въ предёль 


220? ° И а26? ` 


ы р в? 
Обозначая черезъ Эр = = параметръ эллипса можемъ написать 


о 


ра? 


аа 

Слъдетве 1. Итакъ, въ этомъ случа сила пропоршональна разетоян!ю 
до центра эллиза, и наоборотъ, если сила пропорщональна разстояню, 
то т$ло будетъ двигаться по эллипсу, коего центръ совпадаетъ съ цен- 
тромъ силъ, или же въ частномъ случаВ по кругу, въ который эллипсъ 
можетъ обратиться. 

Слъдстве 2. Времена обращенйй совершающихся около того же центра 
по любымъ эллипсамъ между собою равны. Д\йствительно, эти времена. 
обращеня равны между собою для эллинсовъ подобныхъ (1\, 3, 8); для 
эллипсовъ же имфющихъ общую большую ось эти времена прямо пропор- 
цональны площадямъ эллипсовъ и обратно пропорщональны площадямъ 
описываемымъ въ одинаковые постоянные промежутки времени, иначе 
прямо пропорцюональны малымъ осямъ и обратно пропорп1ональны скоро- 
сетямъ при проход черезъ главныя вершины, т.-е. прямо пропорцональны 
малымъ полуосямъ и обратно пропорцональны ординатамъ проведеннымъ 
черезъ ту же самую точку общей большой оси ихъ, частное же отъ дЪленя 
этихъ отношенй, равныхъ между собою, равно единиц%. : 


Поученйе. 


Еели эллипеъ при безконечномъ удаления центра обратится въ пара- 
болу и тБло будетъ двигаться по этой параболЪ, то сила, направленная 
къ безконечно удаленному центру станетъ постоянною. Это есть теорема 
‚Галлилея. 

Если (при измфнени наклоненя сфкущей конуеъ плоскости) парабо- 
лическое сЪчеше превратится въ гиперболическое, то тфло будетъ двигаться 
по этой гиперболЪ, если замънить центростремительную силу центро- 
бЪжною. Подобно тому, какъ для`круга или эллипса если сохранять вре- 
мена оборота, то силы направленныя къ его центру остаются пропорцю- 
нальными разстояню, въ какомъ бы отношени ни увеличивались или не 
уменьшались ординаты или не м%фнялся уголь ихъ наклонешя къ оси 
абсциссъ проходящей черезь центръ, точно Также и для всякихъ кривыхъ 
вообще, если ординаты увеличиваются или уменьшаются въ какомъ угодно 
отношении или измфняется уголъ ихъ наклонен!я, но время оборота сохра- 
няетея, то силы направленныя къ центру лежащему на оси абсциссъ бу- 
дуть пропоршональны разетоянямъ до него для всБхъ точекъ лежащихъ 
на той же самой ординатЪ. 


6* 


а 


ОТДВЛЬ Ш. 


О движен!и т$лъ по эксцентричнымъ коническимъ. 
сБчен1ямъ. 


Предложене Х!. Задача \1. 


Тъло обращается по эллипсу, требуется опредълить законз центро- 


стремительной силы, направленной к5 фокусу эллипса. 

Пусть © (фиг. 21) есть фокусъ эллипса. Проводимъ ©Р, пересЖкаю- 
щую даметрь ОК въ точкЪ Е и ординату 05 въ точкВ х и дополняемъ 
параллелограммъ @92Р.И, тогда окажется, что ЕР равно большой полуоси АС 
эллипса, ибо если провести изъ другого фокуса Н прямую Н.Т парал- 
лельно ЕС, то по равенству Сб и СН будуть равны Е и Е-, слдова- 


тельно, РЕ = р (Р5--Р.), но такъ какъ Н-/ параллельно РИ и углы РВ 


и НРАР равны, то РУ = РН, сумма же РУ-- РН=3АС. 
На 5Р опуетимъ перпендикуляръ 97 и обозначимъ параметръ эллипса 


черезъ Г, такъ, что В имфемъ: 
ров. [. РЕН: Ро. 
но ОВ = Рх, изъ подобя же треугольниковъ Рхо и РСЕ слфдуетъ: 


Пе о РЁ РО 


значить 

02: №0 = О: :-РО, 
но 

ро РОО, Ра с @о и а ее. 2) 
и 

во: 0 — РОО сои) 


При совмфщени точекъ @ и Р будетъ (л. УП, 2) 
(05: = (о 
и, слБдовательно, въ предёлЪ будетъ: 
9х7: ОТ? == 9: ОГ-ЕИР. РЕ’ 402: РОВ а 
Итакъ: 
т 


О 


По перемножени пропорщйй (1), (2), (3) и (4) получится: 


С. ФВ-ФЙ — О.В. РО ОР: РЕ. бы. 0. 0Вв= 
ЕВ РС. 601: Р6. бь. СР? . СВ? =ЭРО: би 


слЪдовательно, въ предЪлЪ будетъ: } 


О и 
И . БР? 
о умножени этого равенства на Е получимъ 
Е 
Е —- зд . ЮР . . . . . ® . . . (6) 


Слфдовательно (УТ, 1, 5), центростремительная сила обратно пропор- 
цональна [,. ЭР, т.е. обратно пропорщональна “°) квадрату разстояшя БР. 


5) Пользуясь обычнымъ теперь обозначенемъ эту часть доказатель- 
ства можно провести такъ: 


ра о 
О ета Е о (6: 22). 
гдЪ 
А а ба Оо. бо п О-у Рос 


Затфмъ изъ подобя треугольниковъ @хГ и ЕРЕ: 


_ @2.РЕ 0% .РТ* › аа 
= ван т 
Но по уравненшю эллипса, отнесенному къ сопряженнымъ даметрамъ 
СР и СР. 
бу (а, — 27), 
1 
елфдовательно, 


а 6:25ш?а @а:’—41? а ‘10.231 ?а 
и) 
1 


Въ предёлЪ, когда точка © совмфстится съ точкою Р, будетъ: 
а --х=2а,, 
кромЪ того, по свойству сопряженныхъ д1аметровъ 


2 2х2 — 122 
а, ?6, "та = а?6°, 


слдовательно, 
Е = — — постоянной = Эр 
и получится: 
и (АУ: Е 1 
267 — ОТ?.5Р?_  эр` БР’ 
т.-е. 
и 
в 5, 


тдЪ с есть постоянная площадей и 2р параметръ эллипса. 


То же самое иначе. 


Сила, направленная къ центру эллипса и такая, что подъ ея дЪй- 
стнемъ тфло Р описывало бы этотъ эллипеъ, пропоршональна СР — раз- 
сетоян!ю т$ла до центра. Проведемъ СЁ параллельно касательной РА—-сила, 
подъ дЪйстемъ которой тЪло могло бы и. ие направленная 
въ какую-либо точку 5, будетъ пропорщональна 2 ‚ (УП, 3), гдЪ Е есть 


перес$чене СЁ и БР. 

Когда © есть фокусъ эллипса, то длина РЕ есть величина постоян- 
ная, сл$довательно, сила будетъ тогда обратно пропорщональна оР>. 

Для гиперболы и параболы можно бы было и здесь поступить съ 
тою же краткостью, съ которою раземотр$на задача пятая, но въ виду 
важности настоящей задачи для дальнфйшихъ приложенй, не мёшаетъ эти 
два случая подтвердить отдфльными самостоятельными доказательствами. 


Предложене ХИН. Задача УИ. 


Тъло движется по читерболь; требуется найти закон центро- 


стремительной силы, направленной ко фокусу этой кривой. 

Пусть СА и СВ (фиг. 22) полуоси гиперболы, Ра и КГ, два со- 
пряженныхъ д!аметра, РЕ перпендикуляръ къ д1аметру КЛ и Оо ордината 
къ даметру РС. Проводимъ 5Р перес$кающую даметръ ОК въ Е и орди- 
нату 09 въ <х и дополняемъ параллелограммъ ОЁРх. Длина РЕ оказы- 
вается равной дЪйствительной полуоси АС гиперболы, ибо если провести 
изъ другого фокуса гиперболы прямую НУ параллельную СЁ, то по равен- 


ству 5С и СН будуть равны Е$ и Е-], слФдовательно, РЕ— 5 (Р—Р8) = 


== (РН — 23) =А40 такъ какъ по параллельности Н.7/ и РА и равен- 


ству угловь /РЕ и НРА разетояе РУ = РН. 
На БР опускается перпендикуляръ ОТ, обозначивъ черезъ Ё пара- 


метръ гиперболы, т.-е. величину ос ‚имЪемъ: 
ПО: РОВ: Ро Ра: ще о (0 
По подобщю же треугольниковъ Рло и РЕС будетъ: 
Ра Р-- ВВ: ВО АСЁРО. 
Точно также будеть: 
В ТЫ ЗС р ыы (2) 
и по свойству м 
р О (3) 


ры. "Е 


Въ предЪлЪ (л. УП сел. 2), когда точки Ри 0 совм%етятся, будетъ: 
(07: О =1 
и въ слфдетыи пропорщи 057: 9017? = РЕ?: РЕ? будеть: 
и”: 92 — ИЕ 46 - РЕ? 00? ВО (ао, (4) 
По перемножени пропоршй 1, 2, 3, 4 получится: 
ОО —= АС. РО? ОБ: РС. в%.00°.В0% 


но 
ЁАС=2ВС? 


2 


слЪдовательно, будетъ: 
+. ОВ: 91? —=5РС.: бь. 


Но въ предфлЪ при совпадеши точекъ О и Р величины С и ЭРО 
станутъ равными, значитъ будетьъ: 


ПАО {о 1-2) 


БР* 
Умноживъ это равенство на —_ получимъ: 


ОВ 


ОГ: ВР 
О 


Т.., ВР, 


которое показываетъ (УТ, 1, 5), что центростремительная сила обратно 


пропорщюнальна Г. 5Р?, т.-е. обратно пропорщональна квадрату разстоя- 
вя *6) БР. 


То же самое иначе. 


Уже была найдена сила, направленная къ центру гиперболы, она ока- 
залась пропоршональной разстояню РС, слфдовательно (УП, 3), сила, на- 


г. . РЕЗ РЕ 
правленная къ фокусу 5, будеть пропоршональна ‘чр»; Такъ какъ 


постоянная, то сила обратно пропоршональна 5Р°. . 
’ Подобным же образомъ найдется, что тфло подъ дЪйств1емъ такой же 
силы, но центробфжной, будетъ описывать другую вфтвь гиперболы. 


6) Сохраняя обозначеня прим. 45, увидимъ, что для гиперболы вы- 
кладка остается совершенно такою же какъ для эллипса, съ тою лишь раз- 
ницею, что будетъ: 


(5? = у =" (22— а) 


`РР=д—а.. 


ВВ 


Лемма ХИ. 


Парамету5 параболы, относящийся кз какой-либо вершин, равень 


учетверенному разстоянйю этой вершины `д0 фокуса. 
СлЪдуетъ изъ теори коническихъ сфченй “"). 


Лемма ХМ. › 


Перпендикулярз, отпущенный изь фокуса параболы на касательную 
ко ней, есть среднее пропорцональное между разстоянями отё фокуса 


д0 точки касаня и д0 злавной вершины параболы. 

Пусть АР (фиг. 23) есть парабола, 5 ея фокуеъ, `А—главная вер- 
шина, Р точка касаня, РО ордината этой точки, РМ касательная пере- 
сфкающая ось въ точк$ М и ЭМ перпендикуляръ, опущенный изъ фокуса 
на касательную. Проведемъ АМ, тогда по равенству 1/5 =5Р, МР = ММ, 
МА = АО прямыя АМ и ОР между собою параллельны и треугольникъ ЗАМ 
прямоугольный при А и подобенъ равнымъ треугольникамъ ЭММ и ЭМР, 


слфдовалельно, 
ЮР: ВМ =5М : ЗА 


что и требовалось доказать. 


7) Уравнеше параболы, отнесенной къ касательной и даметру съ ней 
сопряженному есть 
у = 2р.х 
Входящая въ это уравнеше величина 2р, и есть «параметръ, относя- 
щися къ вершин, совпадающей съ точкою касан!я». Чтобы получить 
геометрическое представлеше этой лини, стоитъ только замфтить, что пара- 
метръ есть длина хорды, проведенной черезъ фокусъ параллельно оси орди- 


натъ. Такъ какъ для фокуса 5 (фиг. 28) абсцисса М5 = 5Р, по свойству ка- 
сательной, то полагая $Р==7 имфемъ для соотв$тствующей ординаты . 


У = ри’ =", 
значить 
р: —- Эт 
и, слБдовательно, параметръ 
= 47 = АБР. 
Если черезъ точку Р провести прямую параллельно оси до перес*- 


чен!я ея съ направляющей параболы, то эта длина равна БР, т.-е. состав- 


1 с 
вить —; параметра, соотвфтствующаго этой побочной вершин, совершенно 


1 
такъ же какъ о.А составляетъь а главнаго параметра. 


‘ 


С-В Ое 


Сльдетве 1. БРА: М.Р. 9. 

Слъдстве 2. Такъ какъ 5А постоянное, то 5? пропорщюнально Р5. 

Слъдетве 3. Геометрическое мЪсто основавй перпендикуляровъ, опу- 
щенныхь изъ фокуса на касательныя къ параболЪ, есть прямая АХ—ка- 
сательная къ параболЪ въ главной вершин®. 


_ Предложене ХШ. Задача УШИ. 


Тьло движется по параболь, требуется найти законь центро- 
стремительной силы, направленной кз фокусу этой кривой. 

Сохранимъ построене предыдущей леммы и пусть Р (фиг. 24) мЪсто 
тфла на параболЪ, изъ © его м$ста, куда бы оно перешло въ ближайшее 
время, проводятся: прямыя ОВ параллельно и 07’ перпендикулярно къ ЭР 
и @5 параллельная касательной въ точкЪ Р и пересфкающая даметръ Ра 
ВЪ ТОЧЕЪ © и рамусъ ЭР въ точкЪ х. Такъ какъ треугольникъ хРо’ подо- 
бенъ треугольнику ЭР, въ посл$днемъ же стороны. Р и 5М равны, то 
и въ первомъ Рх = Ро = 9В. 

По свойству параболы 


05? —=4Р5. Рь=4РЗ. ОВ, 


ибо по лемм$ ХПТ, 4Р5 равно параметру, относящемуся къ вершинЪ Р 
или даметру Р»%. При совмфшенши точекъ Р и © отношене длинъ @ и 0х 
въ предфлЪ равно единицЪ (л. УП, 2) и, слЪдовательно, въ этомъ случаЪ 
будетъ: : 

02 =4РБ. ОК. 
По подобйю же треугольниковъ @02/ и ЭРМ будеть: 


02? : ОТ? = Р5?; ЗМ = Р5: БА (л. ХТ, 1) 


ИЛИ 
0х? : 013=4Рб. 9ОВ:45А. ОВ 
и значить 
ОТ" =45А. ОВ (Эвкл. Эл. кн. \, пр. 1Х) .... 60 
По умножем этого равенства на Е получится *“3) 
5Р?. 07? __ а 
А 


*') Для параболы эта часть доказательства можетъ быть проведена 
такъ: въ предЪлЪ 


слЗдовательно, < 
9 - В В ра НОТ 
з —4РЬ. чп “а, 


абы 


слЪдовательно (УТ, 1, 5), центростремительная сила обратно пропорцо- 
нальна 45. 5Р?, т.-е. по постоянству 45.А обратно пропорщональна ква- 
драту разетояня. 

СОлъдетве 1. Изъ посл$днихъ трехъ предложен!й слЪдуетъ, что если 
какое-нибудь тфло Р выходитъ изъ мЪета Р, по направленю прямой РЕ 
_еъ какою-либо скоростью и находится подъ дфйстиемъ центростремитёль- 
ной силы обратно пропорщональной квадратамъ разстояюй до центра ©, 
то это тфло будетъ двигаться по коничесхому сЪчен\ю, коего фокусъ ле- 
житъ въ центр$ силъ и наоборотъ; ибо при заданныхъ: фокусЪ, точкЪ 
касанйя, положен касательной можно построить лишь одно коническое 
_ сБчете, имбющее въ этой точк$ заданную кривизну. Кривизна же най- 
дется по заданной скорости и извфетной центростремительной силЪ: подъ 
дъйствемъ той же пентростремительной силы и при той же скорости 
не могуть быть описываемы двЪ$ различныя орбиты, касаюпаяся другъ 
друга. 

Сльдстве 2. Если скорость, съ которою т$ло выходитъ изъ м%ета Р, 
такова, что въ течене весьма малаго промежутка времени оно прошло бы 
отрфзокъ РЁ, центростремительная же сила въ течене того же времени 
мотла бы заставить тфло пройти путь @АЁ, то сказанное т$ло будетъ дви- 
гаться по такому коническому сфченю, коего главный параметръ равенъ 
от 
9 
(См. фор. 5 доказательствъ предложеюшй ХТ, ХП и ХШ). Въ этомъ сл5д- 


сотви я отношу’ кругь къ эллипсамъ и исключаю тотъ случай, когда тЪло 
падаеть къ центру по прямой лини. 


предфлу отношея при безконечномъ уменьшеши длинъ © и ОВ 


Предложене ХУ. Теорема \. 


Если нъсколько тъль обращаются около общаю центра силе, 
причемь цчентростремительныя силы обратно пропоршональны квадрату 
разстояня 00 центра, то злавные параметры орбитз пропорийональны 


гдЪ а есть уголъ между касательной въ точкЪ Ри осью. Изъ треуголь- 
никовъ РМ и АБМ имфемъ 


3М=Р5. та 45=5М. эта = Рб . эта, 
гдф 2р главный параметръ, значитЪъ 


ВЫ 
а ЖЕ 


т ‚ ВР? — р. ВРЗ-МАВ. ВР. 


квадратамь площадей, описываемыхь проведенными къ тъламь радисами 
в одно и то же время *). 
Ул - 
Параметръ 1—9 предполагая, что точки Р и @ (фиг. 95) ели- 


ваются (ХШ-2). Но отр%зочекъь ОЁ пропоршюналенъ центростремительной 


р ; ы 2 
силЪ, т.-е. обратно пропорц!оналенъ ХР”, слЪдовательно, в будетъ про- 


пори1онально (72. 5Р?, т.-е. параметръ / пропоршоналенъ квадрату пло- 
щади ОТ. БР. 

СОльдстве. Такъ какъ полная площадь эллипса пропорщюнальна про- 
изведеню его полуосей, то она пропоршюональна произведению корня ква- 
дратнаго изъ параметра умноженному на время оборота, ибо эта площадь 
пропорщюнальна площади ФТ. ЭР, описываемой въ заданный промежутокъ 
времени, умноженной на время оборота. 


7) Теоремы предложенй ХГУ, ХУ и ХУТ непосредственно вытекаютъ 
изъ выражен1й 


и. @т? 2" 2=аб 


К а 


[5 


въ которыхъ с есть постоянная площадей, 2р = Г—параметръ, а— большая 
и 6 малая полуоси эллипса, «— время оборота 
Изь этихъ формулъ слФдуетъ: 


ИЕ 
ЕЕ 
слЪдовательно, 
2 
т — К = постоянной, 
отсюда: , 
о. 
в= УИ 2р (пред. ХГУ), 
те" И Зе 
те м о 
а 
слфдовательно, 
ее (пред. ХУ) 
Ук 
Наконець 
СФ. 1, 
значить 


р г. ... (пред. ХУЦ. 


г 9 


Предложене ХУ. Теорема УИ. 


При тьль же предположеняж утверждаю, что времена оборо-. 
71065 10 эллитсамь относятся между собою какь большия полуоси в 
3 
степени —-. 
Такъ ‘какъь малая ось есть среднее ` пропорщональное между боль- 
шою осью и параметромъ, то произведене осей пропорцюнально корню 


3 ь 
изъ параметра и большой оси въ степени т но это же произведенте про- 


порцюнально (ХТУ, слд.) корню квадратному изъ параметра, умноженному 
на время оборота, по сокращенши корня изъ параметра останется, что время 


оборота пропорщонально степени 3. большой оси. 


Слъдстве. Отеюда слфдуетьъ, что времена оборотовъ по эллипсамъ 
равны временамъ оборотовъ, по кругамъ коихъ д1аметры равны большимъ 
осямъ эллипеовъ. 


Предложене ХУ|. Теорема УИ. 


При тьзь же предположеняжь, если черезз мъсто тьла на ею 
орбитль провести кз ней касательную и опустить на нее изь фокуса 
перпендикулярз, то скорость тъла прямо пропорипональна корню ква- 
дратному изь параметра орбиты и обратно пропорщональна этому 
перпендикуляру. 

Если изъ фокуса опущенъ перпендикуляръ 5У (фиг. 26) на каса- 
тельную РЁ къ орбитЪ, то надо доказать, что скорость тфла будетъ обратно 


у уз 


пропоршональна корню квадратному изъ величины Я 


Скорость эта пропорщюнальна весьма малой дуг5 РФ, описываемой въ 
заданный весьма малый промежутокъ времени, т.-е. (л. УТ) пропорщюональна 
длинЪ касательной РК, а такъ какъ 


РВ: ОТ=5Р: БУ, 


то скорость пропорщюнальна величин® . но ОТ.5Р пропорцюнально 


площади, описываемой въ заданный промежутокъ времени, которая (ХГУ) 
пропорщональна корню квадратному изъ параметра. 

Ольдстве 1. Главные параметры пропорцюональны квадрату произве- 
ден!я скорости на перпендикуляръ ЗУ. 

Сльдетве 2. Скорости тёль въ ихъ наименьшемъ и наибольшемъ 
разстоявяхъь отъ фокуса находятся въ обратномъ отношеши разстояй 
до фокуса и въ прямомъ отношени корней квадратныхъ изъ параметровъ, 


ибо при этихъ псложеняхъ тфлъ перпендикуляры на касательныя и суть 
самыя разетояня тЪлъ до фокуса. 

Слъдстве 3. Слдовательно, при движен!и тфла по коническому сЪ- 
ченио скорость въ наибольшемъ или наименьшемъ разстоян!йи отъ фокуса 
относится къ скорости движеня по кругу, радусъ коего равенъ этому 
разстояню какъ корень квадратный изъ параметра относится къ корню 
изъ даметра круга, т.-е. къ корню изъ удвоеннаго разстояя упомяну- 
таго выше °°). 

Слъдетвзе 4. Для тЪла, обращающагося по эллипсу, скорость въ сред- 
немъ разстояи отъ фокуса та же самая, какъ и для т$ла, обращающа- 
щагося по кругу того же радйуса, т.-е. (ТУ, 6) обратно пропоршональна 
корню квадратному изъ разстоян1я, ибо для этихъ положевй перпендику- 
ляры равны длинф малой полуоси, которая есть среднее пропорцщюнальное 
между большою полуосью и полупараметромъ, произведен!е корня изъ пара- 
метра на обратную величину перпендикуляра и даетъ величину обратную 
корню изъ разстояе!я 5‘). 

Слъдетве 5. Для той же кривой или даже для различныхЪ кривыхъ, 
но у которыхъ параметры равны, скорость т$ла обратно пропорплональна 
разстоянио отъ фокуса до касательной. 

Слъдстие 6. Для параболы скорость обратно пропоршюнальна корню 
квадратному изъ разстоян!я тфла ло фокуса, для эллипса она изм$няется 
болЪе, для гиперболы менЪе, нежели въ этомъ отношени. Ибо (л. ХТУ, 2) 
для параболы перпендикуляръ, опушенный изъ фокуса на касательную, 


5°) Такъ какъ Ф = __ тдЪ г есть разстояне тфла до центра, при дви- 
жен!и же по кругу въ томъ же разетояни должно быть: 


У? 
= Но 
то 9 
у РИ 
Е - ь 
У * 
При прохожденйи черезъ главныя вершины скорость по коническому 
сфченю 
и к У 
== —.-— 
2 у 
отсюда 


зи у ж:у 2. 


51) Въ этомъ случаз БУ =6, слБдовательно, 


ие ив ИЕ. Р . ИК (при х==а). 


ь У« 


Ом 


пропорщоналенъ корню квадратному изъ разстоян!я. Для гиперболы пер- 
пендикуляръ изм$няется мен%е, для эллипса, боле; нежели этотъ корень °°). 

Сльъдетёе 7: Для параболы скорость тфла въ какомъ-либо разстояни 
отъ фокуса относится къ скорости т$ла, обращающагося въ томъ же раз- 


стояви по кругу какъ И? относится къ 1. Для эллипса это отношене 
менЪе, для гиперболы болфе. Ибо по сл$д. 2? этой теоремы скорость въ 
вершинф параболы находится въ этомъ отношени, по 6-му же слФдетею 
этой теоремы и по пред. ТУ это отношене сохраняется для веЪхъ раз- 
стоянй. Такимъ образомъ для параболы скорость повсюду равна скорости 
на круг половиннаго разстоян1я, для эллипса скорость менЪе, для гипер- 
болы болфе °°). 

Слюдстве 8. Скорость т$ла, Е по любому коническому 
сЪчен!ю, такъ относится къ скорости обращен!я по кругу, радусъ котораго 
равенъ половин$ параметра сЪчен1я, какъ этотъ рад!усъ относится къ 
перпендикуляру, опущенному изъ фокуса на касательную къ сЪченю. 
Явствуетъ изъ слЪдетв!я 5-го. 


52) Въ леммф ХГУ показано, что перпендикуляръ на касательную къ 
параболЪ 


ВУИ ВАР = ‘Эр. Ито 


гд% Эр параметръ и 7 = 5Р. Для эллипса перпендикуляръ измЪняется между 
предфлами а--си а—с или между предфлами а(1--е) и а(1 —е) и зна- 
Те 
чить отношеше наибольшаго его значеня къ наименьшему есть —„ 
тд с == ае эксцентрилитетъ эллипса. Это есть вм$стЪ съ тфмъ и отношене 


1 е 1-е 
наибольшаго разстоя я къ наименьшему и очевидно, что - те > 1 р , 


т.-е. перпендикуляръ измфняется въ болфе широкихъ Е нежели 
корень изъ разстояя. 

Для гиперболы перпендикуляръ остается всегда конечнымъ, разетоя- 
не же можетъ измфняться до безконечности. 

53) Скорость при движени по коническому сфченю выражается 
(прим. 49) формулою 


Для параболы 
“Ауд < 1 аыь т 
И = М=-у .и» 


и, слЪдовательно, скорость 


тд$ У,— скорость движен!я по кругу въ разетояви 7. 
Скорость движен!я при парабол5 болЪе скорости движен!я по эллинеу 


=5. 95. 2 


Слъдстве 9. Такъ какъ (ТУ, 6) скорость обращен!я по упомянутому 
въ предыдущемъ слфдетыи кругу находится къ скорости обращеня по 
какому-либо кругу въ обратномъ отношен1и корней квадратныхъ изъ раз- 
стоянй, то отношеше скорости обращен!я по коническому сЪченю къ 
скорости обращеня по кругу въ томъ же разстоянйи равно отношению 
средней пропорцональной между этимъ общимъ разстояшемъ и половиною 


параметра къ перпендикуляру, опущенному изъ фокуса на касательную 
къ коническому сфчевн!ю. 


Предложене ХУП. Задача ИХ. 


Предполаая, что чентростремительная сила обратно пропорио- 
нальна квадратамь разстоянй мъстзь 00 центра и что абсолютная 
величина этой силы извъстна, требуется найти кривую, которую 


опишеть тлъло, выходящее изъ заданнало мъста сз заданною скоростью. 

Пусть центростремительная сила, направленная къ точкЪ 5 (фиг. 27) 
такова, что тфло р обращаясь по заданной орбитЪ рд имЪфетъ изв$стную 
скорость въ заданной точкЪ р. Изъ м%фста Р по направленю РА выхо- 
дитъ другое тБло Р, имя заданную скорость. Центростремительная сила 
уклоняеть его отъ прямой РИА и заставляетъ двигаться по коническому 
©с$ченю РО, которое касается прямой РЁ въ точк$ Р. 

Пусть прямая рт касается орбиты р4 въ точкЪ р, если вообразить 
перпендикуляры, опущенные изъ точки б на касательную р’ и РЕ, то 
(ХУТ, 1) ‘параметръ искомаго сфчев!я находится къ параметру заданной 
орбиты въ отношен!и квадратовъ произведен! скоростей и перпендикуля- 
ровъ, слФдовательно, этоть параметръ опредфлится °“). 


и мене, нежели по гиперболв (см. доказат. предл. ХУ), слБдовательно, 
критер!и орбитъ суть: 


К 
Эллипеъ < У? 


% 
Парабола т- =>. 
0 
` Гипербола 7. РИ», 


причемъ 


== ЕЕ 
(5 
К-— постоянная, опредфляющая «абсолютную силу центра». 

54) Задаше орбиты, описываемой тфломъ, точки на ней и скорости въ 
этой точкВ опредфляетъь «абсолютную силу центра» какъ то слФдуетъ изъ 
формулъ, приведенныхъ въ прим. 49 и выражающихъ уравненями выска- 
занное въ «Началахъ» пропорщями и словами. Какъ показано въ пр. 49 


Пусть Г, есть параметръ искомаго сфченя, сверхъ того для этого 
сЪченя извфстенъ и фокусъ 5. Дополнене угла ВРУ до двухъ прямыхъ 
будетъ уголь АРН, сл довательно, будеть извфстно положене ‘прямой РИ, 
на которой находится второй фокусъ Н. Опустивъ изъ фокуса 5 на РН 
перпендикуляръ 5А, вообразимъ, что построена малая полуось ВС. 

КромЪ того будеть: 


5Н? =4СОН*—4ВН? — 4 ВС? = ЗР*—ЭКР.РН-- РН*= 
— (ЗР-- РН)? — Г(ЗР-Е РН) = 5Р2-- 88Р. РН-Е РН*— 1(8Р-- РН). 


Отсюда слЪдуетъ: 


Т.(ЗРЧ РН) =25Р.РН--ЭКР.РН 
иначе 
(ЗР-- РН): РН=(5Р-- КР): 1, 


слфдовательно, РН будетъ известно какъ по величин$, такъ и по поло- 
женю. 

ЗатЪмъ если окажется, что скорость тЪла въ точкз Р будетъ такова, 
что параметръ /, будетъ меньше, нежели 2(5Р- КР), то РН расположится 
по ту же сторону отъ касательной РА, какъ и прямая РБ и значить иско- 
мая кривая будетъ эллипсъ, который и опредфлится по фокусамъ би Н 
п по большой оси ЗР--РН. Если же скорость тфла будетъ такова, что 
параметръ Г, окажется равнымъ 2(5Р-- КР), то длина РН будетъ безко- 
нечной и, слфдовательно, кривая будетъ параболой, которой ось ЭН парал- 
лельна РК и, слФдовательно, известна. Если же тЪло выходитъ изъ точки Р 
съ еще большею скоростью, то длину РН придется ‘откладывать по. дру- 
гую сторону касательной и тогда окажется, что касательная проходить 
между фокусами, т.-е. кривая будетъ гиперболой, коей дЪйствительная ось. 
равна, разности ЭР и РН и значить будетъ извфстна. Если тфло будетъ 
двигаться по коническому сЪченю, опредфляемому какъ здфсь показано, 
то въ пред. ХТ, ХП и ХШ доказано, что центростремительная сила бу- 
детъ обратно пропорщональна квадратамъ разстояй тфла до центра силъ © 
и, слфдовательно, кривая РО представить дЪйствительно ту, которую т$ло 
будетъ описывать подъ дфйстыемъ сказанной силы, выйдя изъ заданной 
точки съ заданной скоростью. 


Уз 
величина -_ тдЪ с есть постоянная площадей и 2р параметръ орбиты есть 
величина постоянная, поэтому, обозначая какъ въ текстЪ черезъ Г, пара- 
мегръ искомой орбиты черезъ Ги Н скорость и’длину перпендикуляра 
изъ фокуса на касательную и черезъ [, о, й соотв5тетвующия величины 
оо уоЫй 07 
для данной орбиты, будемъ имЪть пропорцю т ПА которой и 


найдется /.. 


э# 


ыы 9 ==> 


Слъдетее 1. Такимъ образомъ для всякаго коническаго с$ченя по 
заданной главной вершинз 17), параметру Г, и фокусу 5, второй фокуеъ И 
найдется взявъ 

Е Ро: (4105 — Г), 
ибо пропорщя 
. (ЗРЕРН): РН=8(5Р- КР): Г 


въ разсматриваемомъ случаЪ, т.-е. когда точка Р.находится въ Г), будетъ 
(Д5РРН): ВН =405 : Г, ' 

изъ которой слфдуетъ: 
05: РН = (405 — 1.) : Г. 


Слюдетее 2. Отсюда слфдуетъ, что если задается скорость въ глав- 
ной вершин$ /), то орбита находится проще, а именно, взявъ параметръ 
такъ, чтобы его отношеше къ удвоенному разстояню 05 было равно ква- 
драту отношетя заданной скорости къ скорости обращен!я по кругу въ 
разстояни 05 (пр. ХУТ, 3), затБмъ опредфливь ОН’ по пропорщи 


ОН: 05= Г: (408 — Г). 


Слъдсетве 3. Если тЪло, движущееся по коническому сЪфченшю будетъ 
сбито съ своей орбиты какимъ-либо натискомъ, то можно опредблить ту 
орбиту °5), по которой оно будетъ затёмъ продолжать свой путь. Ибо сово- 
купивъ количество движен1я, которое тЪло имЪфло съ тфмъ, которое ему 
сообщено натискомъ, получимъ количество движен1я, которымъ тБло поел® 
натиска будетъ обладать въ данномъ мЪстЪ по направленю заданной по 
своему положению прямой. 

Олюдстве 4. Если же т$ло непрерывно возмущается какою-либо внфш- 
нею силою, то его путь можеть быть найденъ приближенно опредфляя тЪ 
измфнен!я, которыя производитъ сила въ какихъ-либо точкахъ и разсчи- 
тывая изм$невя для промежуточныхъ мфсть по ряду пропоршй. 


Поученуе. 


Если тфло Р подъ дфйстыемъ центростремительной силы, направлен- 
ной въ данную точку № (фиг. 28), движется по периметру какого-либо 
заданнато коническаго сЪченя, коего центръ есть С и требуется найти 


5 


5) Въ этомъ слфдетыи и въ слфдующемъ указывается общий ходъ 
разсчета (по крайней мЪрЪ числового) возмущетя, производимаго, напр., 
планетой на комету, т.-е. по производимому изм$нен!ю скорости по вели- 
чин и направленю и изм$невнямъ положен!я опредфлять измфневя эле- 
ментовъ орбиты. ` 

Дальнфйшее развите этого замфчаная дано въ прим. 116 въ конц® 
первой книги. 


— 


«ИзвЪет!я» Ник. Морской Академ. 


а 


законъ центростремительной силы, то надо провести прямую СС парал- 


лельную радусу ВР и перес5кающую касательную РС въ @, тогда, иско- 
3 


мая сила (Х, 1 и поуч. и УП, 3) будеть пропорцюнальна __ 


ОТДЬЛЬЪ ТУ. 


Объ опред$ленйи эллиптическихъ, параболическихъ 
и гиперболическихъ орбитъ при заданномъ ФокусЪ °°). 


Лемма ХУ. 


Если изь обошть Ффокусовь 9 и Н эллитса или зитерболы провести 
ко какой-либо тпочкь Т 98% прамыя 5Т и НГ, изь коихь вторая равна 
злавной оси кривой, т.-е. той, на которой расположены фокусы, и изь 
середины Т первой прямой СТ возставить кз ней перпендикуляр ТВ, 
то онз будеть касаться кривой, и наоборотз, если этоть перпендику- 


ляръ касается кривой по НУ равно злавной оси 5"). 4 
Пусть пересБчене перпендикуляра съ прямою НУ (фиг. 29) или ея 
продолженемъ есть В, проведемъ А, по равенству 75 = ТТ будуть равны 


56) Этотъ отдфлъ и сл5дуюций чисто геометричесве и заключають въ 
себф рьшеше задачъ объ опредфлеия коническихъ сфчен!и по даннымъ ихъ 
точкамъ или касательнымъ. Въ предложен ХЛ третьей книги, въ кото- 
ромъ изложенъ способъ опредфлевя орбитъ кометъ, Ньютонъ говоритъ: 
«я пробовалъ рфшать разными способами эту задачу, которая весьма трудна, 
для этого я и р5шилъь задачи приведенныя въ первой книгЪ, но затФмъ я 
пришелъ къ боле простому р5шеншю излагаемому ниже».  ТаКИМЪ образомъ 
все содержащееся въ отдфлахъ ТУ и \' не находитъ дальнёзйшихъ непосред- 
ственныхъ приложевй въ «Началахъ», и эти два вводные отдфла, пред- 
ставляя интересъ съ точки зр$Ея Геометрии, не представляютъ такового 
для Механики или Физики. 

Приводя р$шене этихъ задачъ, Ньютонъ всегда поступаетъ такъ: 
онъ описываетъ то построеве, которое для рфшен1я задачи слфдуетъ вы- 
полнить и затфмъ предпославъ фразу: «со 1асвит» —= «утверждаю что 
сдфлано» доказываетъ справедливость даваемаго имъ р5шеня. Анализа, 
задачи приводящаго къ описываемому построеню ве дается. 

57) Эта лемма включена повидимому потому, что у Аполлов1я дается 
совершенно иной способъ построевя касательной не пользуясь свойствами 
фокусовъ и направляющато круга. 

Для дальнфйшихъ задачъ необходимо постоянно имЪть ВЪ виду, что 
теометрическое м$сто точекъ Г для эллипса и гиперболы есть кругъ опи- 
санный изъ другого фокуса Ы какъ изъ центра радусомъ равнымъ длин® 
главной оси (направляющий кругъ). Геометрическое мфсто точекъ 7 есть 
также кругъ описанный на главной оси какъ на даметрЪ, это послфднее 
свойство указано въ теоремахъ 49 и 50 Ш-Й книги Аполлон!я. 


и длины ЭА п ВУ и углы ТАБ и ТВГ, слфдовательно, точка В лежить 
на коническомъ сфчени и перпендикуляръ ТВ касается этого с®чешя и 
обратно. 


„ 


/ /* 1 м 
( Холл | 
и 


| 


/ 


Предложене ХУШ. Задача Х. 


„При заданныхь фокусь и длинъ плавной оси построить эллипсы 
и итерболы, проходящие черезь данныя точки и касающиеся данных 


прямых. 
Пусть 5 (фиг. 30), есть данный фокусъ, АВ длина главной оси, 


Р точка черезъ которую кривая должна проходить, и ТВ прямая которой: 


она должна касаться. Центромъ Р и радусомъ равнымь АВ — 5Р для 
эллипса и АБ -- 5Р для гиперболы проводится. кругь НС. На касатель- 
ную ТЕ опускается перпендикуляръ 67 и продолжается до ТГ такъ чтобы 
было ТУ = 57. Точкою Г какъ центромъ и радусомъ АВ описывается 
кругъь ЁН. Такимъ образомъ, когда, задано двЪ точки Ри р или дв% каса- 
тельныя ГВ и й' или же точка Р и касательная ТА, то будетъ проведено 
два круга. 

Пусть Н ихь перес$чене, по фокусамъ 5 и Н и длин АВ главной 
оси и строится кривая, которая и есть искомая. Ибо эта кривая (такъ какъ 
БР--РЫ для эллипса и НР—&Р для гиперболы равно оси) проходить 
черезъь точку Р, по предыдущей же леммЪ она касается прямой ТР. 

Разсуждая подобнымъ же образомъ, покажемъ, что она проходить или 
черезъ об точки Р ир или будетъ касаться двухъ прямыхъ ТВ ий. 


Предложене ХХ. Задача Х1. 


При данном5 фокусь опредълить параболу, проходящую через 


заданныя точки или касающуюся заданных прямы. 

Пусть 5 (фиг. 31) фокусъ,.Р точка, ТА касательная къ искомой 
кривой. Центромъ Ри рад1усомъ Р5 описывается круть ЁС, изъ фокуса 
на касательную опускается перпендикуляръ и продолжается до ТУ такъ, 
чтобы было ТУ =57. Подобнымъ же образомъ надо построить и второй 
кругь /9, когда дана другая точка р или найти вторую точку ©, когда дана 
другая касательная #`. ЗатЪмъ надо провести прямую УЕ 5°), которая, или 
касается обоихъ круговъ Ра и {, когда даны дв точки Ри р, или про- 
ходитъ черезъ точки ТГ и $, когда даны двЪ касательныхь ТА и #', или 
которая проходить черезь точку Г и касается круга Е@, когда даны 


53) Въ лемм ХТ\ показано, что геометрическое м$сто основавй пер- 
пендикуляровъ опущенныхъ изъ фокуса на касательныя къ парабол$ есть 
касательная въ ея вершин, отсюда слфдуетъ, что геометрическое м$ето 
точекъ Г симметричныхь съ фокусомъ, относительно касательной есть 
направляющая параболы. 


7* 


О 


точка Р и касательная ТВ. На прямую Е. опускается перпендикуляръ 
57, и раздфляется въ точк$ К пополамъ. По оси ЭК и вершин% К стро- 
ится парабола, которая и есть искомая. Ибо такая парабола по равенству 
БК и УК, БР и ЕР проходитъ черезъ точку Р, и по равенству 57 и ТУ 
и по перпендикулярности ЭТ и ТВ касается (лем. ХТУ, 3) до прямой ТА. 


Предложене ХХ. Задача ХИ. 


При заданномз фокусь построить коническое съчене проходящее 
через заданныя точки или касалцееся данныхь по положено прямых 


\ подобное данному. 

Случай 1. При данномъ фокус 5 (фиг. 32) требуется построить 
кривую АВО проходящую черезъ дв$ данныя точки В и С. Такъ какъ 
эта кривая должна быть подобна данной, то извфстно отношене ея глав- 
ной оси къ разстояншо между фокусами. Въ этомъ отношен!и возьми длины 
КВ кь Б® и [С кь 05, опиши два круга, и къ общей къ нимъ каса- 
тельной 5?) КГ, проведи черезъ 5 перпендикуляръ 5С и разсВки его въ 
точкахъ А и а такъ чтобы было 


СА: АБ = а: а = КВ: В5 


по оси Ла и вершинамъ А, а и строй кривую, она и есть искомая. Пусть 
Н есть второй фокусъ построенной кривой, такъ какъ 


СА: АБ= а: а 
то будетъ и 
(да— СА): (5 — 45) = А: Аб 
т.-е. 
Аа: 5Н= А: АБ 


т.-е. отношене большой оси къ разстоявю между фокусами будетъ задан- 
ное и, слфдовательно, построенная кривая будетъ подобна данной, и такъ 
какъ отношешя КВ: Вб и ГС :05 равны предыдущему, то эта кривая 
пройдетъ черезъ точки В и С, какъ это сл$дуеть изъ учен1я о коническнхъ 
сБчешяхъ. 

Случай 2. При заданномъ фокус 5 (фиг. 33) требуется построить 
кривую касающуюся прямыхъ ТА и й' и подобную данной. Изъ фокуса 
на касательныя опускаются перпендикуляры 57 и 5 и продолжаются до И 
и © такъ чтобы было ТУ=ю5Т и и =. Черезъ середину О прямой Г 
проводится къ ней перпендикуляръ ОН, неопредфленно продолженный, про- 
долженная прямая УЗ разеЪкается въ точкахь К и К такъ чтобы было 


УК: К —= РЁ: —а:е 


. 


57) Эта прямая есть направляющая эллипса или гиперболы. Зная 
фокусъ и направляющую и получимъ кривую. 


ее 0 — 


тд а есть длина главной оси искомой кривой и с разстояне между фоку- 
сами ея. На дламетрЪ Кё строится кругъ °°) пересфкаюций ОН въ точк% Н, 
послф чего по фокусамъ 5 и Н и главной оси ИН строится кривая, ко- 
торая и будетъ искомой. Ибо если раздёлить КЁ въ точкЪ Х пополамъ и 
провести НХ, НБ, НГ, Нь и такъ какъ по построеню 


УК: КЗ — ИК: АЗ 
слфдовательно, и 


(ИК-Е ТЮ: (КЗ-- #5) = (УЕ ТК): (&9— КЗ) 


ИХ :ЭКХ —=Э9КХ :95х 
иначе 
УХ : НХ = НХ: 5х 


то треугольники ГХН и НХ$ подобны и, слфдовательно, будетъ: 
ин юН ИХ. мн — УК: К 


т.-е. отношене главной оси искомой кривой къ разстоянйю между фоку- 
сами какъ разъ требуемое, а такъ какъ кромЪ того: Г7Н и ®Н равны 
между собою и главной оси, прямыя же ИЗ и об раздфляются перпенди- 
кулярами къ нимъ ГВ и И.пополамъ, то проведенная кривая касается этихъ 
послфднихъ (лемма ХУ). 

Случай 3. При заданномъ фокусЪ надо построить такую кривую, ко- 
торая касалась бы прямой ТЁ въ данной точкЪ В (фиг. 34) и была бы 
подобна данной кривой. На прямую ТЕ опускается перпендикуляръ 57 
и продолжается до Г такъ чтобы было ТГ ==57Т. НеопредЪленно продол- 
женная прямая Г5 разс$кается въ точкахъ и К такъ чтобы было 


ао. о) 


На даметр А\ описывается кругь °") перес$каюций продолженную 
прямую ГР въ точкф Н. По фокусамь би Н и по главной оси ИН 


59) Точки © и Г принадлежать направляющему кругу, сл$довательно, 
фокусъ Н олежитъ на перпендикуляр$ возставленномъ изъ средины 
хорды оГ. КромЪ того, такъ какъ отношене разстояй точки Н до точекъ 
би должно быть равно отношеню с:4, т.-е. задано, то точка НЫ должна 
лежать на кругЪ построенномъ на КА какъ на даметрЪ, ибо этотъ кругъ 
есть геометрическое мЪсто такихъ точекъ, отсюда и ел5дутъ построене 
данное въ текстЪ. 

51) Точка Г принадлежитъ направляющему кругу, значить второй 
фокусъ Н лежитъ на прямой ГВ. Кром того отношене Г7Н:5Н —=а:с, 
т.-е. постоянное, слБдовательно, точка Н лежитъ и на круг КА— отсюда 
и слфдуеть построене данное въ текст®. 


пе ПО 


строится кривая, которая и будеть искомой. Ибо изъ пропорщи (*) по- 
добно тому какъ при доказательствЪ второго случая сл$дуетъ пропорщя 


НН УК Кс 


показывающая, что кривая подобна заданной, и такъ какъ прямая ГВ 
раздфляеть уголь И/Аб пополамъ, то она касается кривой въ точкВ В. 

Случай 4. При заданномъ фокусЪ 5 (фиг. 35) требуется построить 
кривую АРВ, касающуюся прямой ТЕ, проходящую черезъ точку Р не 
лежащую на этой прямой и подобную данной кривой арб, коей главная 
ось аб и фокусы $ и 1. 

На касательную опускается перпендикуляръ 57 и продолжается до 
точки Г такъ чтобы было ТУ=5Т, и строятся углы #59 и 54 соотвЪт- 
ственно равные угламъ ГР и 5ГР. Центромъ 4 и рад!усомъ который 
такъ относится къ аб какъ БР кь ГБ, описывается кругъ, перес$каюций 
кривую арб въ р. Соединивъ зр проводять ЭН такъ чтобы было 


ЭН: 5й = ВР: 5р 


и чтобы уголь РЕН =рзй и ЗН = за, послЪ чего по фокусамъ би Н 
и главной оси АБ равной ГН и строится кривая, которая и есть искомая. 
Ибо если провести 5е такъ, чтобы было 


50:82 == 5й : 54 


и чтобы уголъ 05р =154 и 15% =954, тогда треугольники $й и $24 и Г5Р 
и 154 будуть подобны и будетъ: 


14: р9 = 3: 4 = 75: ЭР == аб: 24, 
сл$довательно, 
2 == а6. 


Далфе по подоб1ю треугольниковъ ИЗН и 55% будетъ: 
УН: ЭН ==: 8й = а: 5, 


т.-е. отношеше оси ГН къ фокусному разстояню &5Н построенной кривой 
равно таковому же отношен!ю для заданной арб, слфдовательно, эти кривыя 
подобны. КромЪ того, кривая АРБ пройдетъ черезъ точку Р, ибо треуголь- 
никъ Р5Н подобенъ треугольнику 5%, а такъ какъ ГН равно главной оси 
и ГБ перпендикулярною къ ней ГВ раздфляется пополамъ, то ТВ касается 
построенной кривой 5?). 


7) Точка И принадлежитъь направляющему кругу, слфдовательно, 
второй фокусъ Н лежить на круг$ описанномъ изъ точки Г какъ центра. 
Если вообразить, что построенъ треугольникъ ЗОР подобный ИЗН такъ 
чтобы уголъ при Р быль равенъ углу при Г и значить 


БОЮНЕЕЫВНЮУ Е ОР: ИТ 


то въ этомъ треугольникЪ стороны 59 и ОР будуть оставаться постоян- 


10. — 


Лемма Х\|. 


Из5 трехь заданных точекз провести кз четвертой незаданной 
три прямыя такг, чтобы изъ разности ‘были или заданныя или 
фавны нулю. 

Случай 1. Пусть А, В, С (фиг. 36) три заданныя точки и 7 искомая 
четвертая. Такъ какъ разность В — АЙ задана, то точка  будетъ нахо- 
диться на гиперболЪ, коей фокусы суть А и ВБ и коей ось равна сказан- 
ной разности. Пусть эта ось есть ММ. Возьми точку Р такъ чтобы было: 


РИ: МА = ММ: АВ 


возставь перпендикуляръ РЁ и проведи В перпендикулярно къ РА, тогда 
по свойству гиперболы будетъ: 


ЯВ: АЙ—ММ: АБ: 


ЕромЪ того точка  лежитъ и на другой гипербол$ коей фокусы суть 
А и С и главная ось коей равна разности С7— АЙ, слЪдовательно, можно 
провести прямую ©5 перпендикулярно къ АС, подобно тому какъ проведена 
прямая РЕ, т.-е. что разетоян1я точки Й гиперболы до этой прямой 95 
будеть находиться въ постоянномъ отношев!и къ разстоян!ю этой точки 
до фокуса, т.-е. будетъ 


28 А7— (07 АЙ): АО, 


но величина С — АЙ заданная. СлЪдовательно, будутъ извфетны отно- 
шеня В и 25 къ АЙ, а значить и другъ къ другу. Пусть прямыя ВР 
и 60 пересЪкаются въ точкЪ 7, тогда проведя 7 и ГА получимъ фи- 
туру ТАЙ5 известную по своему виду и прямую ТА опредфленную по 
своему положению, кромЪ того будутъ известны длина ГА и уголь АТА, 
а такъ какъ изв$стно отношене 47, а значить и ТЯ, къ 75, то будетъ 
извзетно и отношен!е 4 къ Т7, слфдовательно, будетъ извЪстенъ и тре- 
угольникъь АТИ, коего вершина и есть искомая точка. 


ными, когда точка Н будеть перем$щаться по кругу, вмфет5 съ т$мъ 
уголь ИН будетъ равенъ углу ОБР, слФдовательно, если точку @ соеди- 
нить съ Н, то полученный треугольникъ НЭО будетъ подобенъ треуголь- 
нику ГБР. 

Ньютонъ и строитъ сперва треугольникъ 54, подобный ЭНФ, тогда 
точка р, сходственная съ точкою Р, должна лежать: на кругЪ, описанномъ 


Е 5 
изъ 4 какъ изъ центра радтусомъ 9 — и на заданной кривой. 


ПослЪ того какъ эта точка р сходственная съ точкою Р найдена искомая 
кривая строится безъ всякихъ затруднений. 

Какъ видно ршен!е этой задачи выполняется при помощи пересз- 
чен!я круга и кривой второго порядка, т.-е. вообще циркулемъ и линейкой 
невыполнимо. 


=> ВО == 


Случай 2. Если дв изъ трехъ лин, скажемь АЙ и ВЯ, равны, то 
прямую 72 надо провести такъ, чтобы она раздфляла АВ пополамъ’и за- 
тфмъ разыскать треугольникъ АТЯ какъ и раньше. 

Случай 3. Если всЪ три разстоявя равны, то точка Й лежитъ въ 
центр круга проведеннаго черезъ точки А, В и С. 

Эта задача рёшена въ книг Аполлоня «О касатяхъ» возстановлен- 
ной Баетитомь °°). 


Предложене ХХ!. Задача ХИ. 


При заданном» фокусь провести коническое спчеше проходящее 


черезз заданныя точки и касающееся заданныхь прямыль. 

Пусть заданы фокусъ ©, точка Р, касательная ТА, требуется найти 
второй фокусъ Н (фиг. 37). На касательную опускается перпендикуляръ 
БТ и продолжается до У такъ чтобы было ТУ = 5Т, то УН будетъ равно 
главной оси. Длина ЭР будетъ. равна разности между разстоянемъ НР и 
тлавною осью. Такимъ образомъ если будетъ задано нЪсколько касатель- 
ныхъ или нЪфеколько точекъ то получатся или так1я разстоян1я какъ УН 
или тамя какъ РН, проведленныя отъ такихъ точекъ какъ У или Р къ 
искомой точк$ Н; эти разстоянйя или должны быть равны главной оси 
или же должны отличаться‘отъ нея на извфстныя длины какъ ЭР, и ко- 
торыя поэтому или равны между собою или же извфстны разности ихъ 
по-парно. По предыдущей леммЪ, слФдовательно, найдется второй фокусъ Н, 
`и послЪ того какъ этотъ второй фокусъ найденъ, то станеть извЪфетной и 
длина главной оси, которая будеть УН или ЭР-- РН для эллипса, или же 
БР —РН для гиперболы, и кривая будетъ опредфлена. 


63) Эта лемма заключаетъ знаменитую задачу о построен!и круга ка- 
сательнаго къ тремъ даннымъ кругамъ. Задача эта была предложена В!ет- 
томъ Адрану Римлянину, въ отвЪфтъ на задачу послФдняго о р5шеши н$ко- 
тораго уравненя 45-Й степени. В1еттъ сразу замфтиль происхождене урав- 
нен!я— именно, что оно относились къ опредфленю хорды угла составляю- 


1 а : : $ 
щаго „ даннаго, на основав!и чего и далъ полное рёшенше. Адранъ р$ёшая 


предложенную ему задачу опредфлялъ положеше центра, искомаго круга при 
помощи пересченля двухъ гиперболъ, на что В1еттъ ему написаль: «Рит 
сисШит рег ВурегЬо|аз {ап215, гет аси поп {ап215». Ньютонъ въ евоемъ 
анализь задачи также пользуется свойствами гиперболы, но зам$тивъ, что 
эти гиперболы имфютъ по-парно обний фокусъ, онъ приводитъ разыскан!е 
точекъ ихъ перес$чен!я къ построетямъ выполнимымъ при помощи цир- 
куля и линейки, и этимъ какъ бы показываетъ, что можно «гет аси {апсеге» 
пользуясь и гиперболами. Прямыя ВР и 50, которыя строятся какъ вспо- 
могательная въ Ньютоновомъ рфшеши суть направляюция гиперболъ, и 
все сводится къ опредфленно точки пересфчешя 7 этихъ направляющихъ. 


0 


Поученве. 


Когда кривая гипербола, то такъ какъ она должна служить траек- 
торей движущатося тфла, то вторую ея вЪтвь я не включаю, ибо тфло на 
эту вторую вЪтвь при своемъ движени перейти не можетъ. 

Случай когда задаются три точки рфшается проще такъ: Пусть даны 
точки В, С, Ш) (фиг. 38). Продолжаемъ прямыя ВС и СО до ЕЁ иЕ такь 
чтобы было: 

ВЕ: СЕ= БВ: 5С 
СЕ: РЕ = 5С:5, 


на прямую ЕК, если нужно продолженную, опускаются перпендикуляры 
5$а, ВН и на неопред$ленно продолжеиной ЭС берутся точки А и а такъ 
чтобы было: 

СА: Аб = ба: аб = НВ: В 


тогда А и а будутъ главными вершинами и Аа главною осью кривой, 
которая въ случаЪ если С-А будетъ больше, равна, или меньше нежелн 45 
будеть эллипеъ, парабола или гипербола, и тогда точка а въ первомъ слу- 
ча должна лежать по ту же сторону отъ прямой @Ё съ точкою А, во- 
второмъ случаЪ эта точка удаляется въ безконечность, въ третьемъ она 
лежитьъ по другую сторону @Е. 

Дйствительно, если на СЁ опустить перпендикуляры СУ, ОК то 
будеть: 

О НВ=СЕ: ВЕ=ОС:5В, 

слфдовательно, - 
ООВ: ов СА: 5А. 


Точно также докажется, что КД кь 6/) находится въ томъ же отно- 
шенши. Слфдовательно, точки В, С, ) лежатъ на коническомъ сЪФчени, 
построенномъ при фокус 5 такъ, что разстоянйя его точекъ до фокуса и 
до прямой СК находятся въ постоянномъ отношении. 

ЗнаменитЪйпий геометръ Пе 1а Нше въ своемъ сочинении о кониче- 
скихъ сфчешяхъ въ кн. УП, предложене ХХУ даеть р5шенйе этой задачи 
почти не отличающееся отъ’`изложеннаго “). 


+) Задача, общий ходъ рЪшен!я которой указанъ въ этомъ предло- 
жеви заключаетъ въ себЪ въ сущности четыре задачи. Построить кони- 
ческое сЪченше, когда даны фокусъ и 
1°) три касательныхъ; 
2°) двЪ касательныхъ и точка внЪ ихъ; 
3°) одна касательная и двЪ точки внЪ ея; 
48) три точки. 
Рьшене первой очевидно—кругъ проходяний черезъ основашя пер- 
пендикуляровъь опущенныхь изъ фокуса на касательныя описанъ на глав- 


= #06 


ОТДЬЛЬЪ У. 


О нахождения орбитъ, когда ни одного Фокуса 
не задано °°). 


Лемма ХУИ. 


Если изь произвольной точки Р коническаю съченая провести кз 
сторонамь любою четырехзуюльника АВСШ, вписаннаю в5 это съчене, 


ной оси какъ даметрЪ. Стоитъ его провести и задача р$шена. Или, слЪ- 
дуя общему прему: кругь проходяпий черезъ три точки тав1я какъ У, т.-е. 
симметричныя съ фокусомъ относительно касательныхъ есть направляющий 
кругъ, его центръ есть второй фокусъ и рад!усъ большая ось. Этотъ слу- 
чай какъ разъ и указанъ въ ел. 3-мъ леммы ХУТ, т.-е. когда всЪ$ три раз- 
стоятя равны. 

Вторая задача представляетъ также простой частный случай общей. 
ЗамЪтивъ, что дв точки тамя какъ У, обозначимъ ихь У, и У, при- 
надлежать направляющему кругу, проводимъ къ прямой У,У, перпен- 
дикуляръ изъ ея середины — второй фокусъ Н лежитъ на этомъ пер- 
пендикуляр$. Взявъ разстояе ЭР данной точки до заданнаго фокуса и 
описавъ точкою У, какъ центромъ и рад!усомъ ЭР кругь заключаемъ, что 
точка Н лежитъ въ равномъ разстоян!и отъ этого круга и точки Р, т.-е. 
она лежить въ центрЪ круга проходящаго черезъ Р и касающатося даннаго. 
Такимъ образомъ задача сведена къ построенио круга имфющаго свой 
центръ на данной прямой, проходящаго черезъ данную точку и касающа- 
тося даннаго круга, что. р5шается весьма просто. 

Третья задача требуетъь примфнев!я леммы ХУ] въ общемъ видф. 

Четвертая рЪфшается по второму прему болБе просто нежели по 
общему способу, причемъ для получевшя точки К можно замЪтить, что въ 
силу пропорщи ОЁ: ЕР =5С:5Р эта точка лежитъ въ пересфчени хорды 
РС и равнодфлящей внфшняго противолежащато сторонё СП угла тре- 
угольника СБД. 

85) Этотъ отдЪлъ, подобно предыдущему, имфеть исключительно геоме- 
трическое значен!е; въ немъ даются р»шеня слфлующихъ задачъ о по- 
строен коническихъ сфченй по даннымъ: 


1°) пяти точкамъ; 

2°) четыремъ точкамъ и одной касательной; 
35) тремъ точкамъ и двумъ касательнымъ; 

4°)` двумъ точкамъ и тремъ касательнымъ; 
5°) одной точк$ и четыремъ касательнымъ; 
6°) пяти касательнымъ. 


Эти шесть случаевь являются исчерпывающими по отношеншо къ 
задан только точекъ и касательныхъ. При р$шени этихъ задачъ Нью- 
тонъ не пользуется ни теоремою Паскаля, ни теоремою Дезарга, хотя эти 
теоремы были въ то время уже извфстны. 

Кром этихъ шести, р5шаются еще дв$ задачи, а именно: 

а) построить коническое сфчеве, равное и подобное данному такъ, 
чтобы тремя заданными прямыми оть него отефкались заданные смежные 
сегменты; 


-—- 60 — 


четыре прямыя РО, РЕ, Р5, РТ под5 заданными дрлами кз сторо- 
намь АВ. С), АС, ОВ четыурехолольника, если надо, продолженнымь, 
то произведеня РО.РЕ и Р5.РТ отутзковь, проведенныхь къ пфо- 
тивопожнымь сторонамь, находятся вё постоянномз отношенди 65). 
Случай 1. Положимъ сперва, что прямыя, проводимыя къ противопо- 
ложнымъ сторонамъ, параллельны другимъ сторонамъ четырехъугольника, 
т.е. РО и РЕ параллельны АС (фиг. 39), Р5и РТ параллельны АВ и 
сверхъ того пусть и стороны АС и ВШ параллельны между собою. 
Прямая, раздфляющая пополамъ эти параллельныя стороны, раздфлитъ 
пополамъ и В©; пусть О есть середина, ВО, тогда РО будетъ ординатою при 
этомъ д1аметрЪ. Если продолжить РО до точки К такъ, чтобы было ОК = ОР, 
то ОК будетъ также ординатою при томъ же д1аметр$. Такъ какъ точки А, 
В, Р, К находятся на коническомъ с5чени и РК перес$каеть А.В подъ 
постояннымъ угломъ, то по предложен1ямъ: 17, 19, 921, 28, Ш книги Апо- 
лошевыхъ коническихъ сЪфчевй отношене Ро. ОК кь 4А9.ОВ будетъ 
постоянное 57). Но ОК=РА, ибо взявъ почленно разность равенствъ: 
ОК =оОР и ООд=оОВ получимь ОК — 09 =0ОР- ОВ т.-е. ОК = РЕ, 
слфдовательно, произведешя РО. ОК = РО.РЮЕ, поэтому произведене 


6) построить коническое с$чен1е, подобное данному такъ, чтобы оно 
четырьмя данными прямыми разс$калось на части, подобныя даннымъ и 
подобнымъ образомъ съ ними расположенныя. 

Для рЬшен1я этихъ двухъ задачъ дается сперва рёшене двухъ вепо- 
мотательныхъ задачъ— именно: 

в) построить треугольникъ, равный и подобный данному такъ, чтобы 
егс вершины лежали на трехъ заданныхъ по положен!ю прямыхъ; 

г) построить четырехъугольникъ, подобный данному такъ, чтобы его 
вершины лежали на четырехъ заданныхъ по положеню прямыхъ. 

6) Аналитически это свойство коническихъ сЪчевйй доказывается, 
какъ извфетно, весьма просто. Обозначая черезъ о, В, 1, 6 первыя части 
уравней прямыхъ АВ, ВС, ОР, АШП, написанныхъ въ нормальномъ 
вид, имфемъ общее уравнене коническихъ сфчени, проходящихъ черезъ 
точки 4, В, С ПО: 


9// — 36 = 0, 
гдф К есть постоянная. Это и доказываетъ лемму ХУП и ХУШ. 

Но Ньютонъ намфренно не пользуется аналитической геометрмей и 
въ конц леммы ХХ прямо говоритъ, что онъ даеть ршен1е задачи древ- 
НИХЪ «0 четырехъ лиШяхъ» «поп сайсииз зе4 сотроз#о зеотейса». По 
поводу этой задачи надо замфтить, что именно ее Декартъь взялъ какъ 
примфръ, чтобы показать приложене своего способа рфшешя геометриче- 
скихъ задачъ «вычисленемъ», причемъ онъ добавляетъ, что «древше не 
исписали бы столько толстыхъ книгъ, если бы знали изложенныя имъ 
начала аналитическаго рфшен!я геометрическихъ задачъ». 

7) Для круга эти произведеня, какъ отрфзковъ хордъ, будутъ между 
собою равны, спроектируемъ этотъ кругь на плоскость, получится эллипсъ, 
отрЪзки хордъ умножатся на постоянные множители, значитъ отношен!е 
произведевй, бывшихъ для круга равными, станетъ постояннымъ. Если 


со 


Ро .РВ находится въ постоянномъ отношени къ произведеню 9. ОВ, 
это же посл$днее равно Ро. РТ. 

Случай 2. Когда противоположныя стороны четырехъугольника АС 
и ВР (фиг. 40) между собою не параллельны, проведи Ва параллельно АС, 
и пусть точки ея перес$ченя съ прямою 57 и съ кривою суть [и 4. 
Проведи: Са, пересБкающую РО въ т, и ОМ, параллельную Р@ и перес%- 
кающую Са въ М и АВ въ \. Тогда по подобю треугольвиковъ В 
и ВОМ будетъь по замЪнЪ В: равной ей Р®: 


РО: Ш — ПМ. УВ. у 
Также, замфнивъ АО равной ему Р5, будеть: 
‚ В: Р5= РМ: АХ. 

По перемножени этихъ пропоршй, получится: 

РО. Вь 1. РОМ. ОМ. МВ, АМ, 
По доказанному для случая (1) будеть: 

РО. Рл: Р5. Р—ОМ. ОМ. МВ. АМ. 
Вычитая, получимъ: 

РО.РВ:Рб. РТ=ЮМ. ОМ: МВ. АМ = постоянной. 


Случай 3. Наконецъ, если вс% четыре прямыя РО, РВ, Р5, РТ (фиг. 41) 
не параллельны сторонамъ АС и АБ, но наклонены къ нимъ подъ какимъ- 
либо угломъ, проведи Ра, Рг параллельно АС и 15, РЁ параллельно АВ; 


вместо проекщи взять перспективу, то легко убфдиться въ справедливости 
Этого свойства и для любого коническаго с$чен!я. 
Аналитически это свойство доказывается также весьма, просто: пусть 


А? 2Влу-Е Су Пе --ЭВу--Р=0 


коническое с$чене, отнесенное, напр., къ осямъ АВ и РО. ДЪФлая 


у=0, 
получимъ ь 
п. = 9. 9В-= а. 
ДБлая 
#—=0. 
получимъ о 
уу. = Р@ - ФК — та. 
отношеше 


195 : 2х, ==А : С: 


Если переносить оси параллельно, то ни А, ни С не м$няются, и значить 
отношен!е разсматриваемыхь произведен!й отрзковъ остается постояннымъ. 


чо — 


такъ какъ въ треугольникахъ Род, РАг, Р5з, РТ углы будутъ постоян- 
ные, то и отношене сторонъ РО къ Ра, РЕ къ Ри, РБ къ Рз и РТ кь № 
будуть постоянны, сл$довательно, будутъ постоянны и отнощеня РО. РЕ 
къ Ра.Рг и Р5.РТ кь Р$.РЬ по доказанному же выше отношене 
Ра.Ри: Р;. РЕ постоянное, слфдовательно, постоянно и отношене РО.РВ 
юъ РЫЗЕ М, 


Лемма ХУ. 


При тт же предположенляхь, если произведеня отръзковь РО. РВ 
и РУ.РТ, заключенныхь между точкою Р и сторонами четырехьуюл- 
ника АВСО, находятся в постоянномь отношени, то точка Р лежите 


на коническомь съчети, описанномз около этою четьрехоуюльника. 
Вообрази, что черезъ точки А, В, С, Р (фиг. 42) и какое-нибудь 
одно изъ безчисленнаго множества положен!й точекъ Р, скажемъ р, про- 
ведено коническое счете, я утверждаю. что точка Р лежитъ на немъ. 
Если отрицаешь, соедини АР, которая тогда перес$четъь это коническое 
сфчеше въ какой-либо другой точкЪ, а не въ Р, скажемъ въ 6. Сл$дова- 
тельно, если изъ точекъ р и Ь провести къ сторонамъ четырехъугольника 
подъ заданными углами прямыя ра, ру, 25, 0 и 0%, п, 6}, Ва, то будетъ 


ож оот бра = РО.РЕВ: РЗ. РТ. 
По подобю же четырехъугольниковъ АГ и РОАБ 
В: Во 
и, слЪдовательно, по раздфлени предыдущей пропорши на эту будетъ 
$%%: а= РВ: РТ, 


сл$довательно, четырехъугольники Рифа и ЮЕРТ, коихъ углы равны, бу- 
дутъ подобны, и поэтому ихъ дагонали 06 и ОР должны совпадать. Сл5- 
довательно, точка $ упадеть въ пересёчене прямыхь АР и ОР, т.-е. 
совпадаетъ съ точкою Р. Такимъ образомъ гдф бы ни была взята точка Р, 
удовлетворяющая усломямъ теоремы, она упадетъ на проведенное кониче- 
ское сБчеше. 

Олюдетве. Если три прямыхъ РО, РЕ, Р5, проведенныя изъ какой- 
либо точки Р кь заданнымъ по положенио прямымъь АВ, СР и АС подь 
данными углами, каждая къ каждой таковы, что отношене произведеня 
Ро.ОЕ къ РБ? постоянное, то точка Р, изъ которой прямыя проводятся, 
находится на коническомь сЪфченш, касающемся прямыхъ АВ и СИ въ 
точкахъ А и С, и обратно. 

Ибо если прямая ВЛ будеть приближаться къ совпаденю съ АС, 
причемъ положен!е трехъ прочихъ прямыхъь АВ, СО, АС сохраняется, то 
отрфзокь РТ будеть приближаться къ совпаденшю съ Р5, и произведеше 


И 


Р5.РТ обратится въ `Р5*, прямыя же АВ и СО, которыя перескали 
кривую въ точкахъ А и ВБ, Си Д, при совпадеши этихъ точекъ уже не 
будуть сБкущими, а обратятся въ касательныя. 


Поученте. 


Словамъ «коническое счене» въ предыдущей леммф придается ши- 
роюй смыелъ, т.-е. въ нихь включаются какъ прямолинейныя сЪченя 
конуса плоскостью, проходящей черезъ вершину его, такъ и круговыя его 
сфчен!я плоскостью, параллельною основан. ДЪйствительно, если точку р 
взять на прямой, проходящей черезь А и Ш или С и В, то коническое 
сфчеше обратится въ дв прямыя, изъ которыхь одна есть та, на которой 
берется точка р, другая же есть та, которая прохолитъ черезъ проч1я двЪ 
точки. Если сумма двухъ противоположныхь угловъ четырехъугольника 
равна двумъ прямымъ угламъ и лини РО, РЕ, Р5, РТ проводятся или 
перпендикулярно, или, вообще, подъ однимъ и т$мъ же угломъ къ сторо- 
намъ и произведешя РО.РВ и Р5.РТ равны, то сЪчеше будетъ кругъ. 

То же самое будетъ и въ томъ случаф, когда эти четыре прямыя 
проводятся подъ какими угодно углами и произведене двухъ отрЪзковъ 
Ро и РЕ такъь относится къ произведеню Рб и РТ двухъ другихъ отр%з- 
ковъ, какъь произведене синусовъ угловъ б и 7, ими составляемыхъ съ 
соотв тетвующими сторонами, относится къ произведению синусовъ угловъ В 
и ©, составляемыхъ первыми. Въ остальныхъ случаяхъ мфстомъ точекъ Р 
будетъ служить одна изъ тфхъ трехъь кривыхъ, которыя обыкновенно на- 
зываются коническими сченями. Вмфсто четырехъугольника АВС можно 
брать и такой четырехъугольникь, коего стороны между собою перес- 
каются на манеръ дагоналей. Наконецъ, изъ четырехъ точекъ А, В, С, р 
одна или дв могутъ удаляться въ безконечность; въ этомъ случа сто- 
роны фигуры, сходивицяея въ этихъ точкахъ, становятся между собою 
параллельными, и коническое сЪчене, проходя черезъ проч я точки, уда- 
ляется въ безконечность въ направленйи параллельныхь сторонъ четырехъ- 
угольника. 


Лемма ХХ. 


Найти такую точку Р, изь которой если провести четыре пря- 
мыть РО, РВ, РБ, РТ, каждую соотвътственно подз заданным уломь 
к. одной изь четырехь данныхь по положеню прямыть АВ, СО, АС, 
ВР, то произведешя РО. РВ и Р5.РТ будуть находиться в5 дан- 
ном5 отношении. . 

Пусть прямыя АВ и СР (дит. 43), къ которымъ проводятся отрзки 
РО и РВ, образующе одно изъ произведей, перес$каются съ двумя дру- 
гими данными прямыми въ точкахъ А, В, С, 0. Черезъ которую-нибудь 


И 


изъ этихъ точекъ А проводится произвольно прямая АН, на которой же- 
лательно чтобы лежала точка Р; пусть эта прямая пересфкаетъ соотвт- 
ственно ВД въ Н, СР вь 4; такъ какъ всЪ углы фигуры заданы, то 
будуть извфстны отношен1я РО къ РА и РА кь РБ, слфдовательно, и 
отношене РО къ Р5. Раздфляя на это отношене заданное отношеше про- 
изведей Ро.РЕкъР5. РТ, получимъ отношене РВ кь РТ, тогда, зная 
отношеня РУ къ РА, РТ кь РН, найдемъ отношене Р-7 къ РН, а сл%- 
довательно, и точку Р. 

Слъдсетве 1. Кл геометрическому мЪсту точекъ Р можно построить 
и касательную въ какой-нибудь данной точкЪ, напр., 7). Ибо, когда точки Р 
и Г по приближении другъ къ другу сливаются, т.-е. когда прямая АН 
проходитъ черезъ точку 0, хорда РО обращается въ касательную. Пре- 
дЪльное отношен1е исчезающихъ длинъ /Р и РН найдется для этого ‘елу- 
чая по прежнему, поэтому если провести прямую СЁ параллельно 4) и 
фазстояне СЁ’ раздЪлить точкою Ё въ вышенайденномъ предфльномъ 
отношени, то ДЕ и будетъ требуемой касательной, ибо СК и предфльное 
положене „ЛН параллельны и въ точкахь Ри Е раздфляются на части 
пропорцюнальныя. 

Слюдетве 2. Поэтому геометрическое мЪсто точекъ Р можеть быть 
опредълено слфдующимъ образомъ: черезъ которую-нибудь изъ точекъ 4, 
В, С, О, напр., А (фиг. 44) проводится касательная АЕ къ искомому 
м$ету и черезъ другую точку В проводится прямая ВЕ, параллельная ка- 
сательной, и по леммв ХПХ находится точка ЕЁ, въ которой она пересЪ- 
каеть мЪсто. Если, раздфливь ВЕ въ точк$ С пополамъ, провести пря- 
мую АС, то ВЕ будетъ хордою, сопряженною съ даметромъ АС. 

Пусть прямая АС пересе$каетъ м%ето въ точкЪ Н, тогда длина АН 


й 3 Вс?.АН 
будеть длиною д!аметра: соотв5тетвующ!И ему параметръ есть чан. 


Если АС не пересЪкаетъ м%ста, т.-е. длина АН безконечна, то и то- 
чекъ Р есть парабола, и ея параметръ при даметр$ АС будеть О 

Когда же прямая АС пересЪкаетъ мЪсто, то оно будетъ гиперболою, 
если точки А и Н располагаются по одну сторону отъ ВС, и эллинсомъ, 
если точка С лежитъ между А и Н. Если, кромЪ того, уголь АСВ пря- 
мой и Ва? = АС. СН, то получится кругъ. 

Въ этой леммЪ, какъ видно, изложено рфшене задачи древнихъ о 
четырехь линяхъ. Задача эта была предложена Эвклидомз, продолжена 
Аполонлемь, и такое рфшеше, какъ приведенное выше, т.-е. исполняемое 
теометрическими сопоставлен!ями, а не аналитическимъ разсчетомъ и изы- 
скивалось древними ‘°). 


8) Какь уже упомянуто въ пр. 66, именно эту задачу взялъ Декартъ 
какъ примфръ приложен!я алгебраическаго способа, р5шеня геометрическихь 
вопросовъ. Объяснивъ построен!е корней квадратнаго уравнешя, онъ гово- 
ритъ: «вс задачи элементарной геометрия могутъ быть рфшены, дфлая 


Лемма ХХ. 


Если двъ противоположныя вершины А и Р параллелорамма АБРА: 
лежалиь на коническомь съчени и стороны ею АФ и АБ, сходяцияся 
65 Одной из5 этихь вершинь А, по продолжении переськаютз это ко- 
ническое съчеще в5 точкать В и С; если затъмь эти точки соединить 
с5 какою-либо пятою точкою ПО, лежащей на свчети, прямыми СБ 
и ВШ и продолжить эти прямыя д0 переспчешя в5 точкажь В и Т 
сё двумя друими сторонами РО и РБ параллелорамма, то отртзки 
РЕ и РТ 6удутз находиться в постоянномь отношени. И обратно, 
если эти отръзки находятся в постоянномь отношети, то точка О 


лежитз на коническомь спчеви, проходящемь черезь точки А, В, С, Р. 

Случай 1. Соединивъ ВР и СР (фит. 45), проводять изъ точки 0 
прямую ОС параллельно АВ и ОЕ параллельно АС, пусть первая пере- 
сЪкаеть прямыя РВ, РО, СА въ точкахь Н, +, С, вторая пересЪкаетъ РС, 
Р5, АВ въ точкахъ К, К, Е. По лемм$ ХУП отношене произведети 
РЕ. ОЕ кь О@. ОН постоянное. 


Но 
РО РАО: ОВ. ВЕР ПН: 
слфдовательно, 
РОЯ РН и: ревю Не 
Также 
РИ 10: РО 0: ОД, 
откуда 


РАЮ: РО 0) 
перемножая пропорщи (1) и (2), имфемъ: 
Ро.РВЕ:Р5. РТ=рЕ. РЕ: Ра. ПЕ = постоянной, 


но длины РО и РБ заданы, сл$довательно, отношене РА къ РТ по- 
стоянное. 


лишь эти немномя построевя, объясненныя въ предыдущихъ четырехъ. 
примфрахъ. МнЪ кажется, что это не было замфчено древними, ибо они 
не стали бы затрачивать трудъ на писав!е столькихъ толетыхъ книгъ, въ 
которыхъ самый порядокъ предложевй показываеть, что они не имфли 
истиннаго способа, чтобы ихъ всЪф находить, а что они собирали лишь тв 
предложен1я, на которыя случайно нападали». Ньютонъ же ставилъ геоме- 
трическое разсуждеше гораздо выше алгебраическаго, и весьма возможно, 
что его замБчане относится къ этимъ словамъ Декарта, хотя самъ Нью- 
тонъ большую часть своего сочинен1я «Агиптейса Отууегза!» посвящаеть 
р5шен!ю геометрическихъ вопросовъ при помощи алгебры. 


Е 


Случай 2. Если положить, что отрфзки РЕ и РТ находятся въ за- 
данномъ отношени, то восходя въ разсужденши, подобномъ предыдущему, 
получимъ, что отношене произведешя РДЕ.ДЕ къ Оа.ЮОН будетъ по- 
стоянное, сл$довательно (л. ХУТТ), точка /) лежитъ на коническомъ сфче- 
ни, проходящемъ черезъ А, В, С, Р. 

Слюьдетве 1. Если провести прямую ВС, пересфкающую РО въ г, и 
на РТ взять Р/ такъ, чтобы было: 


Ру: РЕ = РТ: РЕ, 


то прямая Б: будетъ касательной къ коническому сЪфчен1ю въ точк® В. 
Ибо, если вообразить, что точка 0) приближаясь сливается съ В, т.-е. что 
исчезающая хорда В) обращается въ касательную В.Т, то СБ и ВТ еов- 
падутъ съ СВ и ВБ. - 

Сльдстве 2. Обратно, если В: — касательная и если въ точкЁ Ш) 
коническато с$чен!я сходятся прямыя ВО и СШ, то будетъ: 


РВ: РТ== Рь: Рь 
и, наоборотъ, если 
о РЕ, 
то ВБР и СР сходятся въ точк$ 0, лежащей на коническомъ сфчени. 
Слюдстве 8. Лва коническихь сфчен!я не могутъ пересЪкаться другь 
съ другомъ въ большемъ числ точекъ, нежели ‘четыре. Ибо, если бы это 
было возможно и два коническихь сЪчен1я проходили бы черезъ пять то- 


чекъ 4, Б, С, Р, 0, тогда, если прямая ВЛ пересЪкаетъ эти кривыя въ 
точкахь Ри 4 и прямая РО пересЪкаетъь прямую Са въ 4, будетъ 


РРР: РТ 


РЕ= РА, 


что противно предположен!ю. 


Лемма ХХ!. 


Если около ‹данныхь точеко В и С, как полюсовз, вращаются деть 
подвижныя и неофаниченныя прямыя ВМ и СМ такз, что точка иль 
пересьченя М описываете прямую линию, и деъ друия, также неора- 
ничениыя прямыя ВПО и СО проводятся такз, что онъ составляють 
при точкамь Ви С 6 первыми постоянные умы МВО и МОО, то 
точка ить пересьченя П) описываеть коническое съчеше, проходящее 
черезь точки В и С. Обратно, если точка ПО) пересъчешя прямыхь 
ВР и СР лежить на коническомз съчени, проходящемь черезь заданныя 
точки А, В, С, и ую ОВМ постоянно равенз заданному уму АВС, 
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уюль же ОСМ постоянно равень улу АСВ, то точка М лежите на 
постоянной прямой. 

Положимъ, что на прямой ММ (фиг. 46) взята точка №, и когда по- 
движная точка 1/ совпадаетъ съ №, то точка Ш) совпадаетъ съ неподвиж- 
ною точкою Р. Соединивъ СОМ, ВМ, СР, ВР, проводять изъ точки Р 
прямыя РТ и РА, пересфкаюция ВО и СР въ точкахъ Ти В и соста- 
вляюпия уголъ ВРТ, равный углу ВМ№М, и уголъ СРВ, равный углу ОММ. 
Такъ какъь по условшо уголь МВР— МБР и МСР == МОР, то по отняти 
общихъ угловъ МВД и №МСР останутся углы УМВМ = РВТ и МСМ = РОВ, 
велЪдотве чего треугольникь УВМ съ ВРТ и треугольникь МОМ съ РОВ 
подобны. Слфдовательно, будетъ: 


РТ: ММ=РБВ: МВ 
РВ: ММ = РС’: МС. 


точки же Б, С, №, Р неподвижны. Отсюда слфдуетъ, что отрёзки РГ и РВ 
находятся въ постоянномъ отношеши и точка 0) пересфчен1я подвижныхъ 
прямыхъ В.Т и СЁ лежитъ на коническомъ 5?) сЪфчена (л. ХХ), прохо- 
дящемъ черезъ точки В, С, Р. 

Обратно пусть подвижная точка 0 (фиг. 47) лежить на коническомъ 
сфченш, проходящемъ черезъь заданныя точки ВБ, С, А, и уголь ОВМ = 
— АВС и РОМ = АСВ при всякомъ положеви точки 0. Пусть точка 2 
посл$довательно совпадаетъ”съ двумя неподвижными точками Рир, при- 
чемъ точка М соотвфтетвенно занимаетъь положення № и и. Проведемъ 
черезъ № и и прямую — эта прямая будетъ геометрическимъ м%фстомъ то- 
чекъ М. 

Ибо, если допустить, что точка М упала вн этой прямой и двига- 
лась бы по какой-либо кривой, то точка /) описывала бы коническое сЪ- 
чен!е, проходящее черезъ пять данныхъ точекъ А, В, О, р, Р. Но по 
только-что доказанному точка ДР описываетъ коническое сфчеше, прохо- 
дящее черезъ тЪ же пять точекъ, когда точка М перемфщается по прямой. 
Такимъ образомъ оказалось бы, что два коническихъ сфченя проходятъ 


9) На Ньютоноромъ чертежф нфтъ того параллелограмма, къ кото- 
рому относится лемма ХХ, или, лучше сказать, есть лишь его вершина Л, 
лежащая на коническомъ сБчении. Противоположная вершина 5 получается 
вообразивъ, что точка М удаляется въ безконечность и стороны ВМи СМ 
становятся параллельными прямой ИМ, а значить и между собою, тогда 
сторона В5. приметъ положеше, параллельное прямой РТ, и сторона 05 
положен!е, параллельное прямой РЕ, въ чемъ легко убфдиться, разсчитавъ 
углы, составляемые направленями” этихъ лин съ какимъ-нибудь задан- 
нымъ направлешемъ, напр., ММ. Пусть, напр., УВ составляетъ уголъ а, 
направлене ВР составить уголь а -[ 180° — В, гдЪ В = МБР, и направле- 
не РТ уголъ «-|. 180° — В 180°— а = 360° —- 8, тТ.-е. уголь МГТ==Ви 
слфдовательно, В5 параллельно РТ. 

Также увидимъ, что О5 параллельно РА. 
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черезъ т же самыя пять точекъ, что противор$читъ сл. 3 л. ХХ. бл$5до- 
вательно, допущене, что точка М перемфщается по кривой, нелфпо. 


Предложене ХХИ. Задача ХМ. 


Провести коническое смене черезь пять заданныхь точекз. 

Пусть даны пять точекъ 4, ВБ, С, Р, 0) (фиг. 48). Изъ одной изъ нихъ 
А къ двумъ другимъ В и С, принимаемымъ за полюсы, проведи прямыя 
АВ и АС и черезъ четвертую точку Р проведи прямыя ТР5 и РЮО, имъ 
параллельныя. Изъ обоихъ полюсовъ В и С проведи къ точкВ Ш неогра- 
ниченныя прямыя ВОТи СВО, пересЪкаюпия соотвЪ$тетвенно предыдупя 
двЪ въ точкахъ Ги В, послЪ чего, проводя прямую #", параллельную ТИ, 
отсфкай длины Ри Ри, пропоршональныя РТ и РЕ. Проводя черезъ ихъ 
концы Ки 7 прямыя ВЁи С" къ полюсамъ В и С, и будешь получать въ 
ихъ пересфчени точки 4, лежания на искомой кривой. Ибо по лем. ХХ, 
точка 4 лежить на коническомъ сЪчени, проходящемъ черезъ А, В, С, Р, 
и когда лини Аг и 1! исчезаютъ, то точка 4 совпадаетъ съ Ш), слЪдова- 


тельно, это коническое сБчене проходитъ черезъ пять заданныхъ точекъ 
А, В. @ В, В, 


То же самое инаме. 


Изъ заданныхъ точекъ соедини три которыя-нибудь 4, ВБ, С по- 
парно прямыми и около двухъ изъ нихъ В и С (фиг. 49), какъ полюсовъ, 
врашай углы АВС и АСВ. Сперва приложи стороны ВА и СА къ точкЪ Г), 
затЪмъ къ точкБ Р и отм5ть точки М и М пересЪчен1я двухъ другихъ 
сторонь В.Г, ОГ. Проведи прямую ММ и вращай углы около ихъ вер- 
шинъ Ви С, такъ чтобы пересвчене сторонъ СТ, и ВГ, или ВМ и СМ, 
получающееся, напр., въ т, постоянно располагалось бы на прямой ИМ, 
тогда пересчете сторонъ ВА, СА или ВО, СО, которое соотвфтетвенно т 
будетъ въ 4, опишетъ требуемую кривую РАЛав. Ибо точка 4 по лемм$ ХХТ 
находится на коническомъ сфченш, проходящемъ черезь В и С, когда же 
точка % будетъь поочередно совпадать съ точками Г, М, №, то точка а 
будетъ совпадать съ точками А, 0, Р, слФдовательно, и будетъ описано 
коническое сЪчене, проходящее черезъ пять точекъ А, ВБ, С, Р, О. 

_ Сльдетве 1. Можно провести касательную къ искомой кривой въ 
какой-либо заданной точкЪ В, вообразивъ, что точка 4 приближается къ В 
и сливается съ нею, тогда прямая В4 и обратится въ искомую каса- 
тельную "°). 


70) Когда точка 4 въ предфлЪ совпадетъ съ В, то лучъ С4 сольется 
съ прямой СВ, сл®довательно, построивъ уголъ /Ст,, равный углу АСВ, 
получимъ положеше точки т, на прямой ММ, соединивъ Вт, и построивъ 
уголь т,Ва, равный АВС, и получимъ искомую касательную ВЧ, . 


8* 
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Слодстве 2. Зал$мъ могутъ быть найдены центръ, д1аметры и пара- 
метръ кривой какъ указано въ слфд. 2 леммы ХХ "). 


Поучене. 


Первое построене выполняется проще, соединивъ ВР и отложивъ 
по ‘ней, а если нужно, по ея продолжен, длину Бр такъ, чтобы было 


Вр: ВР\ РВ: РТ, 


и проводя затфмъ черезъ р (фиг. 48) прямую, параллельную БРУТ, надо 
брать на ней длину ре равную Р, и отмЪфчать точку пересфченя 4 пря- 
мыхъ Бе, Су. Ибо по равенству отношенй 


Ре РЕ РАЕ РАВ. РВ фе: ЁР 
будетъ 
‚РУ ==1е6. 


По этому способу точки кривой можно строить весьма быстро, если 
только не будетъ предпочтено построить кривую механически по второму 
способу 7°). 


Предложене ХХШ. Задача ХУ. 


Провести коническое съчеще, протодящее черезз четыре заданныя 
точки и касающееся данной прямой. 

Случай 1. Пусть дана касательная НВ (фиг. 50), точка касашя Б и 

три друтя точки С, Д, Р. Соедини ВС проведи РЖ параллельно ВЫ и 


71) Построивъ въ точкв В касательную Ва, , проводимъ черезъ точку С’ 
прямую. этой касательной параллельную, и строимъ точку, лежащую на 
этой прямой. Соединивъ средину полученной хорды съ точкою В, будемъ 
имЪть хорду, сопряженную съ д1аметромъ, и одинъ изъ концовъь д1аметра, 
т.-е. будемъ какъ разъ въ усломяхъ леммы ХХ. 

72) Построеве коническаго с$ченя, проходящаго черезъ пять данныхъ. 
точекъ, производится также, какъ извЪетно, при помощи теоремы Паскаля, 
которая даетъ возможность по даннымъ пяти точкамъ построить искомую 
шестую, принадлежащую коническому сЪченшю, пользуясь только линейкою. 
Ньютоновы же построевя требуютъ и циркуля, ибо приходится строить 
или углы, равные даннымъ, или пропоршюональные отрфзки, и оно окажется 
сложнфе Паскалевскато, если не прибЪгнуть во второмъ епособЪ къ шабло- 
намъ, воспроизводящимъ данные углы, коихъ вершины находились бы въ 
заданныхь точкахъ Си В. Это повидимому и рекомендуеть Ньютонъ сло- 
вами «описать кривую механически». ДЪйствительно, если воспользоваться 
двумя такими шаблонами, вырфзанными изъ картона или твердой бумаги, 
то построее ряда точекъ кривой исполняется весьма быстро, въ чемъ. 
каждый можетъ самъ убЪфдиться. 

Н%сколько иное рф шее этой задачи, основанное на свойств$, дока- 
занномъ въ прим. 67, объясняется Ныютономъ вВЪ его «Агртейса пмег- 
за!з», задача МХ. 


эт 


РО параллельно ВС и дополни параллелограммъ В5РО. Проведи ВО, 
перес$кающую 5Р въ Т, и СП, перес5кающую РО въ В, послЪ чего про- 
водя какую-либо прямую й` параллельно ТВ, отсфкающую отъь РО и РЗ 
длины Рк и Рь пропорщюнальныя РВ и РТ, соединяй Оги В въ ихъ 
перес5ченши 4 получишь точку, лежащую на искомой кривой (л. ХХ). 


То же самое. иначе. 


Пусть около полюса В (фиг. 51) вращается уголь ОВН постоянной 
величины и Около точки С прямая СР, продолженная въ 0об% стороны. 
ОтмЪть точки М и М, въ которыхь сторона ВС пересжкаетъ сказанную 
вращающуюся прямую С.Л), когда первая сторона угла ВН пересвкаеть ее 
по очереди въ Р и въ Ш. Если затфмъ вращать сказанный уголъ и 
лучь СР или СР такъ, чтобы вторая сторона угла перес$калась съ этимъ 
лучемъ на прямой ММ, то пересЪчене первой его стороны съ этимъ лу- 
чемъ и будетъ давать точку 0), описывающую требуемую кривую. Ибо, 
если при построении предыдущей задачи точка А, приближаясь, достигнетъ В, 
то лини СА и СВ, совпадутъ и предфльное положеше АВ и будетъ каса- 
тельною ВН, и данное выше общее построен!е обратится въ указанное 
здфесь. Перес5чене стороны ВН съ лучемъ опишетъ поэтому коническое 
сЪчеше, проходящее черезъ точки С, Г), Р и касающееся прямой ВН въ 
точкЪ В. 

Случай 2. Пусть заданы четыре точки В, О, 0, Р (фиг. 52), лежашя 
вн касательной НУ. Проведи прямыя ВЛ и СР, перес$кающаяся въ аи 
перес$каюния касательную въ Н и .:/. Пусть точка А раздфляеть каса- 
тельную такъ, что 


НА:ТА=уУ 0@.@Р.УВН.НО : УРра.аВ.УРУ..0, 


то точка А будетъ точкою касан!я. Ибо, если прямая НХ, параллельная Р-Л, 
перес$каетъ кривую въ точкахъ Х и У, то по свойству коническихъ с%- 
чен!Й точка касан!я А будетъ такъ расположена, что “3) 


Е р Жо мАСВЯ". НО ВНОНОРХ. С], 
но отношене | 
ХН. НУ: ВН. НО =0С.СР: ПС. СВ: 


ПослЪ того, какъ точка касан1я найдена, кривая можетъ быть по- 
строена, какъ показано въ случаЪ 1. Точку А можно брать или между 
точками Ни 4) или же внаружи, слЪдовательно, искомыхъ кривыхъ мо- 


жетъ быть построено дв. 


` 


13) Это свойство доказано въ прим. 67. Стоить только вообразить, 
что одна изъ осей касается кривой, то оба корня станутъ равными и про- 
изведене отрзковъ сБкущей замфнится квадратомъ длины касательной. 


О = 


Предложене ХХМ. Задача ХУ. 


Провести коническое съчене, проходящее черезь три заданныя точки 


и касающееся двухз данныхь прямых. 

Пусть даны касательныя Ни КТ, и точки В, С, Г) (фиг. 53). Черезъ 
которыя-нибудь дв изъ нихь Ви П проведи прямую, перескающую 
касательныя въ точкахъ Ки Н. Залфмъ черезъь точки Си ГП проведи 
прямую, пересБкающую касательныя въ + и Г, проведенныя прямыя раз- 
с$ки въ точкахъ Ди © такъ, чтобы было: 


ИВ АВ У ЕЯТНО. у ВК. КО 


9 т е-у СЛ уг -ТЬ, 


причемъ точки сфчен1я можно брать какъ между точками Ки Н, Ли Г, 
такь и вн ихъ. Проведи зат$мъ 05, перес$кающую касательныя въ 
Аи Р, точки А и Р и будутъ точками касан!я. Ибо, если предположить, 
что А и Р суть точки касан!я заданныхъ касательныхъ, что черезъ точку ., 
лежащую на касательной Н., проведена прямая „ГУ, параллельная. другой 
касательной, и что эта прямая перес$каеть кривую въ точкахъ Х и У, 
и что на этой прямой взята длина 72 = ]Х.-У, то по свойству кони- 
ческихъ сЪченй "*) будетъ: 


ЛИР ЕР ОО: СВ ПОЛ т, 


слфдовательно: 
И РЕ М, 


2. 


что показываетъ, что точки 5, Р, @ лежатъ на одной прямой. 
Такъ какь касательныя сходятся въ точкЪ С, то по свойству кони- 
ческихъ сЪченй будетъ: 


О: = СР? @4% 


ЛА Е САР 4 


и, слфдовательно, точки Р, 7, А лежатъ на одной прямой, значить и точки 
Р, 5, А лежатъ на одной прямой. Подобнымъ же образомъ докажется, что 
точки Р,. В, А также лежатъ на одной прямой, слФдовательно, точки ка- 


'*) См. прим. 67 и 73. 
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сашя Ри А лежать на прямой А5. ПослЪ того, какъ эти точки будутъ 
найдены, кривая можетъ быть построена подобно тому, какъ въ первомъ 
случа предыдущей задачи. 

Въ этомъ предложен и во второмъ случа предыдущаго предложен!я 
построевйя остаются одинаковыми, пересЪкаетъ ли прямая ХУ кривую въ 
точкахь Х и У на самомъ дфлЪ или нЪфтъ, ибо эти построен!я не зависятъ 
отъ этого перес$чен1я. Но доказательство велось въ предположени, что 
сказанная прямая кривую дЪйствительно перес$каетъ, въ случа, если та- 
кого перес$чен1я нЪтъ, то, какъ уже сказано, построен!е остается безъ из- 
мЪненя, на подробномъ же доказательствЪ я, краткости ради, останавли- 
ваться не буду. 


Лемма ХХИ. 


Преобразовать фФиуры вз друия фищры такою же рода. 

Пусть преобразуемая фигура есть НС. (фиг. 54). Проводятся двъЪ 
параллельныя прямыя АО и ВГ, пересЪкаюпия заданную по положеню 
третью АВ въ точкахъь А и В. Изъ произвольной точки С фигуры про- 
водится ея ордината С), параллельная АО, до пересЪченя съ данной. 
прямою АВ (осью абециссъ). ЗатЪмъ изъ какой-либо точки О, взятой на 
прямой 40, проводится прямая ОГП), соединяющая точку О съ точкою ПГ, 
основашемъ ординаты @0. Пусть эта прямая ОД пересЪкаетъ заданную 
прямую ВГ, въ точкЪ 4. Изъ этой точки проводится прямая 49, соета- 
вляющая съ ВГ, заданный уголъ, и на ней откладывается такая длина 49, что 


49: 0а—=ра: ор, 


тогда точка 9 новой фигуры #9 и будетъ соотвфтетвовать точкё @ 
старой. 

Такимъ образомъ каждая отдфльная точка первой фигуры даетъ 
соотв$тетвующую ей точку новой. Если вообразить, что точка С", перем$- 
щаясь непрерывнымъ образомъ, проходить послФдовательно черезъ всЪ 
точки первой фигуры, то и точка д также непрерывно пройдетъ черезъ 
вс точки новой фигуры и опишетъ ее. Будемъ для различя называть 
ординаты Д@—етарыми, ординаты 49—новыми, абсциссы А— старыми, 
абециссы а4—новыми, О—полюсомъ, Ор—сВкушимъ лучемъ, ОА—осно- 
ван1емъ старыхь ординатъ и Оа (дополняющую параллелограммъ ОАВа— 
основатемъ новыхъ ординатъ. 

Я утверждаю, что когда точка С описываетъь прямую то и точка д 
также описываетъ прямую, соотвЪтствующую первой. Когда точка (С опи- 
сываетъ коническое сЪчене, то и точка д также описываетъ коническое 
сЪчеше. Къ коническимъ сЪфчешямъ я причисляю и кругъ. Если точка @ 
описываетъ кривую третьяго порядка, то и точка 0 описываетъ кривую 
третьяго же порядка, то же самое относится и до кривыхъ выешихъ по- 


рядковъ-—кривыя, описываемыя точками Си 49 будуть всегда одного и 
того же порядка. ДЪйствительно имфемъ: 


аа: ОА = 04а: Ор=а9: Ро =АВ: АР 


слЪдовательно, будетъ ">); 


И ОА. АВ 
аа 
И * 
ое ОА. а9 | 
аа 2 


Сл$довательно, если точка С описываетъ прямую линию и, значить, 
въ уравнен1и, выражающемъ зависимость между абсциссою АЛ и ордина- 
тою Р@, перем$нныя АЛ и ОС ваключаются лишь въ первой степени, 
то подставивъ въ это уравнене вмфсто АЛ и Да ихъ выражевшя, приве- 
денныя выше, получимъ новое уравнене, въ которомъ новая абсцисса аа 
и новая ордината 49 будутъ входить лишь въ первой степени и другъ на 
друга не помноженными, поэтому это уравнеше будетъ представлять прямую 
лин. Если же АД и ПС или которая-нибудь одна изъ этихъ перемн- 
ныхъ входять въ составъ перваго уравненя во второй степени, то и 
степень второго. уравневя относительно а и 44 будетъ также вторая. 
То же самое относится и до уравнешй третьей или вообще любой высшей 
степени— всегда степень первоначальнаго уравненя относительно пере- 
мфнныхь АЛ и ПС и степень преобразованнаго относительно перемн- 
ныхъ а и 49 будуть одинаковы и, слфдовательно, кривыя, предста- 
вляющия теометричесюя мЪфста точекь С и 9, будуть одного и того же 
порядка. 

Я утверждаю, кромЪ того, что если какая-либо прямая касается 
первоначальной кривой, то прямая, представляющая преобразоване этой 


'5) При обычныхъ теперь обозначеняхъ преобразовае Ньютона вы- 
ражается сл$дующими формулами. 
Пуеть будетъ: 


АР=а, Оа=у Од=—а, АВЕЬ: 
ай =4., 69 —), 


тогда будетъ: 
а6. — 
т а 


Эти формулы становятся особенно просты, если взять а ==6, тогда 
будетъ: 


г а 
2 И 


Это есть такъ называемое теперь взаимное преобразовате, которое 
теперь выполняется обыкновенно аналитически, Ньютонъ же предлагая его 
даль и соотвЪтствующее геометрическое истолковане. 
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прямой, касается преобразованной кривой, и наоборотъ. Ибо, если двЪ точки 
первой кривой сближаются и въ предблЪ совпадаютъ, то и соотвзтетвую- 
пя имъ точки на новой кривой также сближаются и совпадаютъь въ пре- 
ДЪлЛЬ, слБдовательно, прямыя, проходяпия черезъ эти точки, одновременно 
обращаются въ касательныя къ своимъ кривымъ. 

Можно было бы дать предыдущимъ утвержденямъ доказательства, 
болБе геометрическаго характера, но я стремлюсь къ краткости "°). 

Итакъ, если надо преобразовать прямолинейнуто фигуру, то доста- 
точно перенести точки перес$чен!я прямыхъ, ее образующихъ, и черезъ 
полученныя точки провести прямыя, если-же надо преобразовать криво- 
линейную фигуру, то надо переносить т$ точки, касательныя и иныя пря- 
мыя, коими кривая лин!я вполнф опредФляется. 

Эта лемма служить для ршен!я трудныхъ геометрическихъ задачъ, 
преобразуя заданныя фигуры въ другя простфипия; такъ, напр., сходя- 
пияся прямыя лими можно преобразовать въ параллельныя, взявъ за ось 
первоначальныхъ ординатъ какую-нибудь прямую, проходящую черезъ точку 
перес$ченя данныхъ прямых, при такомъ выбор$ преобразоване точки 
ихъ перес$чен1я удалится въ безконечность, прямыя же нигдЪ не встрЪчаю- 
иияся, между собою параллельны. ПослЪ того какъ для преобразованной 
фигуры задача будетъ рфшена, стоитъ только преобразовать ее обратно въ 
первоначальную, чтобы получить требуемое р$шене для этой посл$дней. 

Эта лемма полезна также при рьшенш задачъ, приводящихъ къ урав- 
нен!ямъ третьей или четвертой степени, коихъ рфшеня получаются пере- 
сЪчешемъ коническихъ ефченйй, ибо если получатся два такихъ сЪчетя, 
то задачу слфдуетъ сперва преобразовать такъ, чтобы одно изъ этихъ сЪ$- 
чей было эллипеъ, который затфмъ легко преобразуется въ кругь. При 
рЪшен!и же задачъ второй степени, приводящихъ къ перес$чен!ю прямой 
и коническаго с$чен1я, это послЗднее преобразуется въ кругь "”). 


6) Изъ этихъ словъ видно, что Ньютонъ доказательства, геометриче- 
свя при изложеши «Началъ» предпочиталъ алтебраическимъ и съ нам$ре- 
ыемъ избЪгаль этихъ послфднихъ, можетъ быть сообразуясь съ общимъ 
состояемъ науки, и съ премами преподаван!я того времени, а также и съ 
состоящемъ алгебры, въ которой тогда еще не утратились громоздюя обо- 
значення словами вмЪсто знаковъ, особенно для показателей; между тфмъ 
какъ геометр!я, доведенная до высокой степени совершенства еще древ- 
ними, составляла главнЪфйпий и, можно сказать, почти единственный пред- 
метъ математическато образоваейя. 

7) Задачи, приводяпия къ уравнен!ямъ второй степени, построене 
коихъ выполнимо при помощи пересЪчевй круговъ и прямыхъ лин (цир- 
кулемъ и линейкой), назывались «задачами плоскими» — ргоМетайа р1апа. 
Задачи же, приводивпия къ уравненямъ третьей и четвертой степени, 
требовавиця построев1я коническихъ сЪченй и опредфлен1я ихъ перес$че- 
НЙ, назывались «задачами пространственными» — ргоета{а 04а. Нью- 
тонъ пользуется этою терминоломею, въ переводЪ она замфнена совре- 
менною. 


о 


Предложене ХХУ. Задача ХУИ. 


Провести коническое съчеще, проходящее через дв% заданныя точки 


и касающееся тредь данныхз по положению прямыль. 

Черезъ точку пересБченя двухъ изъ заданныхъ касательныхъ (фиг. 55) 
и черезъ точку пересЪченя третьей касательной съ прямою, проходящей 
черезъ дв$ заданныя точки, проведи неограниченную прямую и, принявъ 
ее за ось ординатъ. (старыхъ), преобразуй фигуру въ новую по предыдущей 
леммЪ. Въ новой фигурЪ сказанныя дв$ касательныя будутъ между собою 
параллельны, третья же касательная будетъ параллельна прямой, проходящей 
черезъ двЪ заданныя точки Пусть 1%, #1 сказанныя дв$ параллельныя 
касательныя, 4% третья касательная, /М прямая, ей параллельная, проходящая 
черезъ тЪ двЪ точки а и 6, черезъь которыя требуется провести коническое 
сЪБчене на преобразованной фигурЪ. 

Пусть м, %, М разекаются точками с, 4, е такъ, что; 


пе: У. № = а: =1е: ка = (и 0): &-- у а. -РУ а1.1], 


то точки с, а, е и будутъ точки касан1я. 
Дъфиствительно, по свойству коническихъ сЪчевй будетъ: 


О р 2 — В 


слфдовательно будетъ: 
с: У. № =: & = 1е: 14а =е1:У @.1, 


взявъ отношен!е суммы предыдущихь (--с-—- |1) равной (м -- 11) 
`къ сумм$ посл5дующихъ, получимъ, что разсматриваемыя отношеня равны 
отношеню 

(и 0) : (& - Уай.6 + Иа!) 

Воспользовавшись этою пропоршей, опредфлимъ положен1я точекъ ка- 
саня на новой фигурЪ; перенеся ихъ обратнымъ преобразоватемъ на перво- 
начальную, пользуясь задачею ХГУ и опредфлимъ искомую кривую. Не- 
обходимо имЪфть въ виду, что когда точки а, 6 лежатъ обЪ между точками 
7) и 1, то точки с, а, е надо брать между точками 1, %, /, [; когда же онЪ 
лежатъ вн й и [, то и с, 4, е надо брать внф. Если же одна изъ точекъ 
а или ® лежить между точками 1 и 1, другая же внЪ, то задача невозможна. 


Предложене ХХУ!. Задача ХУ. 


Провеети коническое съчете, проходящее черезь заданную точку и 
касающееся четырехь заданныхь по положеню прямых. 

Черезъ точку пересфченя любыхъ двухъ изъ заданныхъ касатель- 
ныхЪъ и черезъ точку пересЪ5ченя двухъ другихъ проводится неограничен- 


10 == 
ная прямая, которая и принимается за ось ординатъ первоначальной 
фигуры, которая затфмъ и преобразуется“ въ новую. Въ этой новой каса- 
тельныя, пересЪкавиияся на старой,.въ точкахъ, лежащихъ на оси орди- 
натъ, станутъ попарно параллельными, пусть онф будуть ми #1; жи 
(фиг. 56), образуя параллелограммъ 7441, и пусть ф есть точка этой новой 
фигуры, соотв$тствующая заданной точкЪ старой. Черезъ центръ парал- 
лелограмма О проводится прямая 24, и по ней откладывается од = ор, 
точка 4 будетъ также лежать на искомомъ коническомъ сЪченш. Обралт- 
нымъ преобразован1емъ эта точка переносится на первоначальную фигуру, 


на которой тогда будутъ изв$стны дв точки, и она опредфлится какъ по- 
казано въ задач ХУП. 


Лемма ХХИ. 


Если по дачнымь 10 положеню прямым АС и ВП оть задан- 
ныхз на нить точекь А и В откладывать перемъиныя длины АС и ВУ, 
находящияся в5 постоянномь отношени, и соединяюци ихз прямую СП 
разськать точкою К также вз постоянномь отношени, то чеометри- 
ческое мъсто ‘точекз К есть прямая лия. 


Пусть Е (фиг. 57) есть точка встр$чи прямыхъ АС и Бр, и на пря- 
мой БЕ берется С такъ; чтобы было: 


Ва: АЕ— ВО: АО 


и откладывается длина ГЛ, равная ЕС, т.-е. постоянная, тогда по построе- 
ню будетъ 


ЕС: <= ЕС: ЕЕ = АС: ВО, 


т.-е. это отношене постоянное и треугольникъ ЕЁО сохраняетъь свой видъ. 
Пусть СЁ раздфляется точкою 1 такъ что 


СШ:.ОЕ=СК:0Рр 


такъ какъ послфднее отношее задано, то треугольникъ ЁЁ.Т, сохраняетъ 
свой видъ и слёдовательно точки Г, будутъ располагаться на прямой ЕГ, 
положене которой извфстно. Соедини ГК, треугольники ОК и СЕШ 6у- 
дуть подобны, и такъ какъ отношене ГК къ ЕЛ и длина Е) извЪетны, 
то найдется и ГК. 

Взявъ ЕН = ГК, получимъ параллелограммь ЕГКН, слБдовательно 
точка К располагается на постоянной сторонф НК этого параллелограмма 75). 

Слюьдстве. Такъ какъ видъ фигуры ЕЕТГС сохраняется, то отношеше 
длинъ ЕВЕ, ЕГ, ЕС, иначе, длинъь 90, НК, ЕС другъ къ другу остается 
постояннымъ. 


"3) Аналитически эта лемма доказывается весьма просто. Примемъ 


Лемма ХХ. 


Если коническое сючеще касается треть прямыть, изь коить 06% 
параллельны и положеше ихь задано, то полуфаметурь кривой, парал- 
дельный этимъ двумь касательнымь, есть среднее пропоршональное межди 
отрьзками их, заключенными между тоиками касания и точками пере- 
стъченя с5 третьей касательной. 

Пусть АГ и СВ (фиг. 58) дв параллельныя прямыя, касаюпйяся 
сфчешя АДВ въ точкахь А и В; ЕЁ третья касательная въ точкф Л, 
перес$кающая первыя двъЪ въ Ри (, и пусть СО есть полущаметръ, па- 
раллельный касательнымъ, тогда; 


АЕ: СРЕЕСЬ: ВС. 


Ибо, если сопряженные д1аметры АВ и ОМ перес$каютъ касательную Ёа 
въ точкахъ Е и Н и другъ друга въ С, то дополнивъ параллелограммъ К.О, 
по свойству коническихъ сЪчешй имфемъ: 


ВО: СА — ОСА; ОТ, 
слЪдовательно будетъ также: 


(ЕС — ОСА): (СА — СТ) = ЕА: АГ = ЕС: СА 
и затЪмъ 
(ЕА-- АГ): (ЕС-- ОА) = ЕЁ: СВ = ЕС: СА. 


По подобю же треугольниковъ: ЕАК, ЕТ,/, ЕСН, ЕВС будеть: 
Л — @Е: ВС: 
и по свойству коническихь сЪчевй: 


1-7: Ср= Ср: СН, 


точку Е за начало координатъ, ВР за ось 2-овь, АО за ось у-ковъ и 
пусть: 
Ана, ВВС ВЮ: ` К: ОА. 


Возьмемъ ВД =, тогда АС ==" и координаты точекъ Си Л) будутъ: 
С...0 иа--& О...6 О 
слЪдовательно координаты у и у точки К суть 
2=6--5@—№; у=Ва--*), 


т.-е. уи х линейныя функщи произвольнаго параметра Ё, слдовательно 
геометрическое мЪсто точекъ А есть прямая линия. 


= 29, == 


значитъ будетъ "3): 
АР: СР =: ВО. 


Слъдстве 1. Если двЪ касательныя ЕС и РО пересЖкаютъ парал- 
лельныя касательныя АЁРи Ва въ Е и С, Ри О и другъ, друга въ 0, 
то будетъ 8%): 


АЕ: ВО = АР: ВС = ЕР: 994= ОЕ: ОС, 


Слъдетве 2. Отсюда слфдуетъ, что точка пересфченя прямыхъ Ра 
и ЕО проведенныхъ черезъ точки Ри @, Ви 0 лежить на прямой АСВ, 
проходящей черезъ центръ кривой и точки касан!я. 


7) Пусть уравнеше коническаго сфченя, отнесеннаго къ его сопря- 
женнымъ д!аметрамъ есть: 


гоу ве 
аи 0 
и на немъ взята точка х, у,. Уравневе касательной въ этой точкЪ есть 
ее А 
Е вы 1 0 


ДЪлая въ этомъ уравневи сперва п=--5, зат$мъ я = —6, получимъ 
соотв$тетвуюцщия отрфзки касательныхъ, параллельныхъ оси 2. 


Е ВА 
Ей. Ъ 
и =1-- 


Перемноживъ эти равенства и замЪтивъ, что 


ЕЕ 


а’ 
получимъ по сокращени 


что и доказываетъ лемму для эллипса. Совершенно также она докажется 
и для гиперболы. 

89) Въ самомъ дёлё: 
С1? 


неее. ее 
АР=оС; В=- р, 


ВС: › 
слЪдовательно: 


АР: В9 = АР: В@ = (АР- АВ): (В4— В@)=РЕ: 60, 


1: (0) 
РР: 909 =ОЕ:04, 


ибо, треугольники РОЁ и ©0090. подобны. 
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Лемма ХХУ- 


Если. четыре неопредъленно продолженныя стороны параллело- 
зрамма касолотся коническало сьченя и переспкаются какою-либо пятою 
касательной, то между отрьзками двухз смежныхь сторонь параллело- 
зрамма, заключенными между двумя противуположными вершинами. и 
сюкущей, имъеть мьсто слъдующее соотношенде: отръзокз так отно- 
силися кз своей сторонъ, какз часть смежной стороны, заключенная 
между точкою ея касаня и третьей стороной, относился ко второму 
отртзку. 

Пусть стороны М1, УК, КГ, МУ. параллелограмма 2/17 (фиг. 59) 
касаются коническаго сФчевя въ точкахъ А, Б, С, 0, и-пятая касатель- 
ная КО пересфкаетъ` эти стороны въ точкахъ Г, ©, Н, К. Разсматривая 


отрёзки МЕ и КО сторонъ 1/Л и КУ или же не - КН и МЕ сторонъ 
КТ, и МГ, надо доказать, что будеть: 


МЕ: ИТ— ВК: и 


. КН.КГ=АМ: МЕ. 
По слЪдетыю 1 предыдущей леммы будеть: 
МЕ: ЕЛ = АМ: ВО = ВК: БО 
слфдовательно: з 
МЕ: (МЕ-- ЕЛ) = ВК :(ВК-Р ВО) 
т.-е 


МЕ; МЛ = БК : КО, 
точно также: . 
АН: Но— ВК: АЕ—=АМ: АЕ 
слфдовательно: - . 
КН:(НГ— КН)= АМ:(АЕ — АМ) 


КН: КГ= АМ: МЕ. 


Сльдстве 1. Если извфетенъ параллелограммъ УК ГМ, описанный 
около коническаго ‘сфченя, то будуть извЪетны и равныя между собою 
произведешя К@. МЕ и КН. МЕ. Равенство этихъ произведений слфдуетъ 
изъ подобя треугольниковъ КОН и МЕЕ. 

Смьдетве 2..Еели провести ‘шестую касательную ед, перес5кающую 
касательныя К и Мл въ точкахъ д и с, то произведен1я 


Ко. МЕ=Ка. Ме, 


И 
слфдовательно, будетъ: 
КО: Ме = Ка: МЕ = (Ко — Ка): (МЕ— Ме) = 04:еЕ. 


СОлтдетвее 3. Отсюда слБдуетъ, что прямая, проведенная черезъ сере- 
дины прямыхъ Е4 и е0, проходитъ черезъ центръ кривой, ибо’ въ силу 
пропорши 


©049: Ее = КО: Ме, 


эта прямая проходитъ черезъ середины прямыхъ 4, е9 и МК (лем. Хх. 
Середина же ЛК есть центръ кривой. 


ВЕНЕ ХХУИ. Задача ХХ. 


Провести коническое отмене, касающееся пяти данных. по поло- 
женио прямых. > з 


Пусть даны по положению касательныя: АВС, ВСЕ, ОО, ЕЕ, ЕА 
(фиг. 60). Раздфли дагонали АГи ВЕ четыреугольника АВЕЕ, образо- 
ваннаго какими-нибудь четырьмя изъ данныхь касательныхъ, въ точкахъ 
М и М пополамъ; прямая М (л. ХХУ,, 3), проведенная черезъ эти сере- 
дины пройдетъ черезъ центръ кривой. Раздфли зат$мъ пополамъ дагонали 
ВР и СЕ какого-нибудь другого четыреугольника ВСЕ, образованнаго 
другими четырьмя касательными, прямая РО, проходящая черезъ середины 
Ри 0 дагоналей, пройдеть черезъ центръ кривой, который поэтому и по- 
лучится въ перес$ченш РФ и 1/М. Пусть онъ будетъ въ О. Проведи прямую 
’ КГ параллельно одной изъ касательныхъ, напр., ВО такъ, чтобы центръ 0 
лежалъ на серединЪ разстоянйя между ними, то проведенная прямая есть 
также касательная къ кривой. Пусть точки ея пересфченя съ двумя дру-. 
гими касательными СОР и ЕШЕ суть Г, и К. Черезъ точки пересфченя 
Си К, Еи Г, этихь непараллельныхъ касательныхъ ОГ, ЁК съ парал- 
`’лельными СЁ, КГ проведи прямыя СК и РЕГ, пересЪкаюпаяся въ 2, 
прямая ОВ пересфчетъь параллельныя касательныя ОЁ и КГ, въ точкахь 
касан!я. Это слфдуетъ изъ леммы ХХГУ` сл. 2. Такимъ же способомъ можно 
найти точки касан!я и прочихъ касательныхь и затфмъ по построенНо за- 
дачи ХГУ описать и самую кривую. 


Поученте: 


Задачи, въ которыхъ задаются или центры или ассимптоты, заклю-^ 
чаются въ предыдущихъ. Ибо когда даны точки‘и касательныя вмфетв 
съ центромъ, то тфмъ самымъ задается еще столько жё точекъ или каса- 
тельныхъ, расположенныхъ въ одинаковомъ разстояни по другую сторону 
оть центра. Ассимптоту можно также считать за касательную, и ея без- 
конечно удаленную точку (если можно такъ выразиться) за точку касая. 


не О их 


Вообрази, что точка касанйя какой-либо касательной удаляется въ безко- 
нечность, то эта касательная и обратится въ ассимптоту, и поетроевя 
предыдущихъ задачъ обратятся въ построен1я при заданной ассимптоты. 

ПослЪ того какъ фигура описана, можно найти ея оси и фокусы 
слздующимъ образомъ: въ построеши и чертеж леммы ХХГ ед$лай такъ, 
чтобы стороны ВР и СР подвижныхъ угловь РВМ и РОМ (фиг. 61), 
коихъ пересфчетемъ описывается кривая, стали бы между собою парал- 
лельны, если, сохраняя такое взаимное расположене этихъ сторонъ, вращать 
углы около ихъ полюсовъ В и (С, то вторыя ихъ стороны СМ и ВМ опи- 
шутъ точкою своего перес$ченя Ё кругъ*') ВаКО. Пусть центръ этого 
круга есть О. Изъ этого центра опусти на ту прямую ММ, по которой 
велась точка пересфченя сторонъ при описанйи коническаго сфченя, пер- 
пендикуляръ ОН, перес$каюний кругь въ точкахъ К и Г. Когда углы 
занимаютъ такое положене, что ихъ перес$кающияся стороны ОК и ВК 
сходятся въ точк А, ближайшей къ прямой МХ, то направленя СР, ВР 
первыхъ сторонъ угловъ параллельны большой оси коническаго сЪченя, 


1) Это поучеше составляеть дополнене къ лемм$ ХХ, въ которой 
дано «органическое построене»—езсрйо огхагса коническихъ сФчений.. 
Положимъ сперва, что кривая есть гипербола (ниже будетъ показано, при 
какомъ услови это имфеть м%сто), тогда нетрудно построить направлен!я 
ея ассимптотъ, ибо, очевидно, что эти направлен!я суть т$, при которыхь 
точка перес$чен!я лучей удаляется въ безконечность и лучи становятся 
параллельными. Положимъ сперва, что лучи, направляясь параллельно, ле- 
жать по ту же сторону хорды ОВ и что точка № на прямой МХ есть 
точка перес$ченя ведущихъ сторонъ угловъ при этомъ ихъ положении, 
тогда, проведя черезь М прямую МН, параллельную СР и БР, видимъ, что 
уголь СУВ=-Е В, слёдовательно точка № лежить на сегментх, вмфщаю- 
щемъ этоть уголь у =а- В. 

Если же второе ассимптотическое направлене располагается такъ, 
что прямыя СР и ВР, идуть по разныя стороны хорды ВО, то уголъ 
ОМВ=*— («-ЕВ) т.-е. сегменть СМБ’ дополняетъ предыдуций до полнаго 
круга. 

Такимъ образомъ точки пересфченя М и М ведущей прямой съ кру- 
гомъ, выБщающимъ на хордЪ ВС уголъ а«-- В, даютъ положен1я ведущихъ, 
сторонъ, соотвфтствующия направлен1ямъ ассимптотъ. Такъ какъ напра- 
вленя осей раздфляютъ уголь между ассимптотами пополамъ, то этимъ 
направлен!ямъ будутъ соотвфтетвовать на круг$ середины дутъ ММ, т.е. 
копцы К и Г, баметра пертендикулярнало кз прямой ММ. Направлене лучей, 
соотв$тствующее пересфчентю ведущихъ сторонъ въ точк$ К даетъ на- 
правлене одной оси, соотвфтствующее точкБ /— другое. При этомъ то 
направлен!е, которое раздфляетъ пополамъ тотъ уголъ между ассимптотами, 
въ которомъ лежитъ кривая, даетъ главную ось, т.-е. ту, на которой ле- 
жать фокусы. 

Когда прямая ММ пересфкаетъ кругъ, то кривая есть гипербола, ибо 
ея ассимптоты вещественныя. Когда же ММ круга не пересфкаетъ, то 
кривая есть эллипсъ, но такъ какъ построене направлее!й осей не зависите 
отъ того, пересЪкается ли ММ съ кругомъ или нфтъ, то оно остается. 
безъ измфненй. Если ММ касается круга, то кривая есть парабола. 
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перпендикулярныя же имъ—малой. Обратное имфетъ мЪсто, если взять 
болфе отдаленную точку Г. По известному положен!ю 2) пентра кривой 
найдутся и ея оси, поел же того какъ оси найдены, получаются и фокусы. 

КромЪ того отношен!е квадратовъ $3) осей друтъ къ другу равно отно- 
шеню КН къ Г.Н, слЪдовательно легко построить кривую, подобную дан- 
ной и проходящую черезь четыре заданныя точки. Ибо, если дв изъ 
данныхъ точекъ принять за полюсы, то третья дастъ подвижные углы 
РОК, РБК, когда же эти углы извфетны, то можно провести кругь ВСКС. 
ЗатЪмъ, такъ какъ видъ кривой заданъ, то будетъ изв$стно отношенше ОН 
къ ОК, т.-е. самое ОН. Если изъ центра О ражусомъ ОН описать друтой 
кругъ, то касательнная къ этому кругу, проведенная черезъ точку пере- 
сфченя сторонъ СК и ВК, при томъ положени подвижныхъ угловъ, при 
которомъ ихъ первыя стороны СР и ВР проходятъ черезъ четвертую изъ 
данныхъ точекъ, и будетъ тою прямою ИХ, при помощи которой строится 
кривая. 

Обратно, можно въ данное коническое сЪфчене вписать четыреуголь- 
никъ, подобный данному (за исключенемъ н%Фкоторыхъ случаевъ невоз- 
можности). 

Есть и еще леммы, при помощи которыхъ можно строить ‘коничеевя 
сЪченя заданнаго вида по заданнымъ точкамъ и касательнымъ. Напри- 
мЪфръ, лемма такого рода: если черезъ заданную точку проводить прямую 
перес$кающую данное коническое сЪчене въ двухъ точкахъ, и разетоян!е 


7) Центръ найдется по перес$чен!ю двухъ д1аметровъ; для того же, 
чтобы построить даметръ, стоитъ только, взявъ какую-нибудь хорду кривой, 
проходящую черезъ одинъ изъ полюсовъ, напр., С. провести черезъ точку 
В лучъ, ей параллельный, и построить точку кривой, лежащую на этомъ 
луч. Прямая, проходящая черезъ середины параллельныхъ хордъ и есть 
дламетръ. 

Удобнфе всего за направлен!е этихъ двухъ даметровъ брать опредф- 
ленныя, какъ показано выше, направлен1я, которыя параллельны осямъ, 
тогда само собою получается прямоугольникъ, вписанный въ кривую, а 
такъ какъ отношене между длинами осей извфстно (ем. пр. 83), то най- 
дутся и самыя оси. й 

83) Соединимъ точку `В съ точкой №, тогда уголь КВМ==27 есть 
уголъ между ассимптотами, пусть С есть радусъ круга, тогда 


КМ— ЭВ. 15; КН=КМ. 5032 —8) — 21. 5128 
ГУ=2 Вт (5 ы 5); ЪН— ЕМ№.с038 = 28 . 0$ *5, 
но отношен!е осей 
и Е 50, 
селФдовательно 
5 _КЫ 
шо: 


«Извъст!я» Ник, Морской Академ. 9 
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между этими двумя точками раздфлить пополамъ, то точка дБлеюшя опи- 
шетъ коническое сЪчеше, подобное данному, и оси его будутъ параллельны 
осямъ даннаго. | 

Но я перейду къ боле полезнымъ. 


Лемма. ХХУ1. 


} 
Расположить вершины треуюльника, по виду и величинь равно 
заданному так, чтобы каждая изз нить лежала на одной изь трех 


заданных непараллельныль прамыхь. 

Пусть даны по положеню три неограниченныя прямыя АВ, АС, ВС 
(фиг. 62), и требуется расположить заданный треугольникъ ДЕР такъ, чтобы 
его вершина Г) лежала на прямой АВ, вершина Е на прямой АС и вер- 
шина Ё на ВС. Опиши около ДЕ, ОЕ, ЕЁ три сегмента ДВЕ, ОСЕ, ЕМЕ 
вм щающихь углы соотвфтственно равные БАС, АВС, АСВ. Эти сегменты 
надо описывать по такую сторону прямыхъь ДЁ, ОЕ и ЕЁ, чтобы послЪ- 
довательность буквъ РЕЕР была бы одинаковой съ послфдовательностью 
ВАСВ; РОЕР одинаковою съ 4АВСА и ЕМЕЕ одинаковою съ АСВА. Эти 
сегмевты дополняются до полныхъ круговъ. Пусть первые два круга, пере- 
сЪкаются въ точкЪ С и пусть Ри О центры ихъ. Соединивъ Р@, РО 
возьми Са такъ, чтобы было: 


Са АВЕРС: РО 


и точкою С какъ центромъ и радусомъ @а, опиши кругь перес$каюний 
первый кругь ДСЕ въ точкЪ а. Проведи зат5мъ а) перес5кающую второй 
кругь РЕЯ въ 6 и аЁ перес$кающую тремй кругь въ с. Остается по- 
строить фигуру АВСО4еГ равную и подобную фигурБ обе ДЕЕ и задача 
будетъ рЪшена. 

Дъйствительно, проведемъ с перес5кающую а) въ и и соединимъ 
аа, 64, 94а, 9), РО. По построеншю уголь ЕаВ =САВ; ас Ё = АОБ, 
поэтому треугольники ас и АВС имфютъ соотвЪтетвенно равные углы. 
СОлЪдовательно, уголъ ас или Ёп) равенъ АВС, вначитъ и углу ФЛ, что 
показываетъ, что точка и совпадаетъ съ точкою 6. 

Уголь ЯРО, равный половин угла при центр$ ЯРО, равенъ углу при 
окружности дар, и уголъ СОР равный половинф центральнаго угла 992 
равенъ дополнению до двухъ прямыхъ угла при вершинЪ С значить ра- 
венъ углу фа, и треугольники СРО и Саб между собою подобны, и 


Са : а = СР: Род = ба: АВ (по построен!ю), 


слЪфдовательно, аб равно АВ, поэтому треугольники абс и АБО, о кото- 
рыхъ доказано что они подобны, вмЪфетЪ съ тфмъ и равны. Такъ какъ 
сверхъ сего вершины Л), Е, ЕЁ треугольника РЕГ лежать на сторонахъ а, 


= 


ае, 9 треугольника абс, то можно построить фигуру АВСаеЁ равную и по- 
добную фигур® абс ДЕЕ и задача будетъ рЪшена. ` 

Сльдетше. Подобнымъ же способомъ можно провести прямую такъ 
что ея отрфзки, заключенные между тремя другими прямыми, будутъ 
заданной длины. Вообрази, что вершина Г) треугольника ДЕЕ упадаетъ 
на сторону ЕЁ и что его стороны составляютъ продолжене одна другой, 
такъ, что этотъ треугольникъ обратился въ прямую лин!ю, коей отр$зокъ 
данной длины ДЕ долженъ заключаться между заданными прямыми АВ 
и АО, и отр$зокъ заданной же длины ПЕ между прямыми АВ и БС. 
Примфнивъ къ этому случаю указанное построене и получимъ ршенше 
задачи. 


Предложене ХУШ.: Задача ХХ. 


Провести коническое съчеще заданнало вида и величины такь, чтобы 
заданныя ео части заключались бы между тремя данными по положению 


прямыми. ь 

Пусть требуется построить кривую равную и подобную данной ДЕК 
такъ, чтобы тремя заданными прямыми 4В, АС, ВС она разс$калась бы 
на части равныя и подобныя заданнымъ ДЕ и ЕЁ (фиг. 63). 

Проведи прямыя ОЕ, ЕЁ, ОЕ и построй треугольникъ равный и по- 
добный ДЕЁЕ такъ, чтобы его вершины лежали соотв$тственно на пря- 
мыхъ АВ, АС, ВС, что выполняется по лемм$ ХХУТ затЪмъ, опиши 
около этого треугольника заданную кривую. 


Лемма ХХУИ. 


Построить четыреуюльникь заданнало вида такз, чтобы ею вершины 
лежали соотвьтелтвенно на четырехь заданныль прямыхь, которыя не 


стодятся в5 одну точку и не всъь между собою параллельны. 

Пусть четыре прямыя АВС, АЮ, ВО, СЕ (фиг. 64) заданы по поло- 
женшо и пусть первая изъ нихъ пересфкаетъ вторую въ А, третью въ ВБ, 
четвертую въ С, требуется построить четыреугольникъ {9/4 подобный И@ НУ, 
такъ, чтобы вершина угла { равнаго № лежала на прямой АВС, три же 
остальныя вершины угловъ 9, №, & равныхъ угламъ (©, Н, +] лежали бы 
соотвфтственно на прямыхъ А), ВО, СЕ. 

Соедини ЕН и опиши на ЕС, ЕН, ЕЛ сегменты Е5а, ЕТН, ЕТУ, 
которые вмфщаютъ углы соотвфтетвенно равные угламъ ВАР, СВО и 
АСЕ образуемымъ заданными прямыми. Эти сегменты надо описывать 
съ той стороны прямыхь Ра, ЕН, ЕЛ, чтобы буквы Е5аЕ, КТНЕ, 
ЕУУЕ шли соотвЪтственно въ той же послфдовательности, какъ ВАДБ, 
СВРО, АСЕА. Сегменты дополняются до полныхъ круговъ, пусть Р есть 


9* 


а 


центръ перваго круга Ё5@ и О— второго ЕТН. Проведя и продолживъ въ. 
обЪ стороны прямую РО, возьми на ней ОР такъ, чтобы было 


ОВ: РО= БС: АБ, 


причемъ ОР надо откладывать въ такую сторону отъ @, чтобы порядокт. 
буквъ Р, ©, В быль одинаковъ съ порядкомъ буквъ 4.ВО. Центромъ В и 
радусомъ АЕ описывается четвертый. кругь ЁМ№ пересфкаюпий третй 
ЕУУ въ точкЪ с. Соедини Ес, перес5кающую первый кругъ въ а, второй 
въ 6, проведи а@, ВН, с./, тогда можно построить фигуру АВС подоб- 
ную фигурЪ абс ЕСН, четыреугольникъ /9/м и будетъ требуемый. 

Пусть первые два круга ЕО, ЕТН пересфкаются въ К; соедини 
РК, ОК, ВК, аБ, БК, сК и продолжи ОР до Г. Углы ВаК, ВК, ЕК 
имфющия свои вершины на окружностяхъ равны половинамъ центральныхъ 
угловъ ИРА, КОК, ЕЕК, слБловательно, они равны угламъ РА, ГОК, 
ГЬК, и фигура РОВК равноугольна и подобна фигур% абеК, поэтому 

. аб: в = РО: ОВ = АВ: ВС, 
кромЪ того, по построеню углы Каа, ЕН; Ее/ соотвЪтственно равны 
ГАд, 1Ьй, Ст. СлБдовательно, по фигур афе ГСН можетъ быть закончена 
подобная ей фигура АВОЮ, послЪ чего и получится четыреутольникъ /0% 
подобный ЕСНУ, расположенный такъ, что его вершины лежатъ на четы- 
рехъ заданныхъ прямыхъ' АВС, 40, БО, СЕ. 

Слъдстве. Пользуясь этимъ построешемъ можно провести прямую. 
такъ, что ея отрфзки заключающиеся въ опредфленномъ порядк$ между че- 
тырьмя заданными прямыми будуть находиться въ данномъ другъ къ другу 
отношенш. Пусть углы КОН, СНУ увеличиватотся до тфхъ поръ пока 
прямыя Ё@, СН, НУ составять продолжен!е одна другой, выполнивъ опи- 
санное выше построеве для этого случая, получимъ такую прямую /9/, 
части которой /9, 0%, м заключенныя между заданными по’. положен!ю пря- 
мыми АВи АД, АП и БО, ВЛ и СЕ будуть относиться другъ къ друту, 
какъ длины №К@, @Н, НУ и будутъ сохранять ту же самую посл$дова- 
тельность. 

Но эта задача можеть быть рфшена проще, сл5дующимъ образомъ: 
продолжи АВ до К и ВО до Г, (фиг. 65) такъ, чтобы было: 


Ве АВ НУ: ОН 
ФЕВР бб 


и проведи АГ, пересфкающую СЁ въ а. — 
. Продолжи 2/, до М такъ, чтобы было; 


ТАМ: == @НоЗН- 


и проведи 1% параллельную Т.В п пересвкающую АД вь 9, затФмъ д 


— $33 — 


перес$кующую АВ и БО въги 1. Прямая 9 и есть искомая. Пусть №9 
пересБкаеть прямую АБ въ 0, и АД пересЪкаетъь прямую КГ въ 5, пря- 
мая же АР проведена параллельно В и перес$каетъ 41, въ Р, тогда 
'будетъ: 


ОМ: ПИ —=02: т №: № — С. НН= АК: БК — АР: ВП. 


Пусть ОГ, разсЪкается точкою А такъ, что отношене 1/)Г.: В 1, равно 
предыдущимъ, тогда будетъ: 


ПВ — 06 9М — АЗАР- РО: ОГ — АР. ВГ. 
и слВдовательно, будетъ 
959: = АЗ: ВГ=Б: ВЁ 
откуда слЪдуетъ 
(ВТ— ВВ): (№— ВГ) =(А5— 18): (99 — 45), 
т.е. 
ВВ: В = АД: Ад = ВО : 00, 
вмфстЪ съ тфмъ 
ВА ВО БИ: 0—1: 10: 


. 


> 


Но по построеню, линйя ВТ, раздЪлялась точками Л) и П въ томъ же 
отношени какъ длина Ё-/ точками С и Н, такъ что 


вв: БИ ВН: ИС, 
«< л$довательно, и 
ею — ВН ЭВС, 
и такъ какъ 
ди: пе 0: а — 6Л: НУ, 
то лини Е и Ё разсЖкаются точками Си Н, ди 1 подобнымъ образомъ. 
При выполнен!и построенйя этой задачи, посл того какъ будетъ про- 


ведена прямая ГК, пересВкающая СЁ въ #, слёдуеть продолжить #Ё до Г, 
такъ, чтобы было 


ЕТ: в—= ЕН: НУ 


и провести ИР параллельно ВШ. Та же прямая получится, если изъ центра $ 
радусомъ „/Н ‘описать кругъ ‘переекающи ВЛ въ Х и продолжить #Х 
до У такъ, чтобы было У = К и провести У{ параллельно ВО. 

Друшя рЬшен1я этой задачи дали Вренъ °*) и Уаллисъ. 


3%) Построеве данное \!гепп’омъ приведено въ моей статьЪ «Опред$- 
‚лене орбитъ планетъ и. кометь по малому числу наблюден». Извъетя 
Николаевской Морской Академи. Вып. 1. 


Е = 


Предложене ххих. Задача ХХ!. 


Провести коническое съчене даннало вида, которое разсъкалось бы 
четырьмя заданными прямыми на части заданныя по посльдовател- 
ности расположеня, виду и пропорщи. 

Пусть требуется построить коническое сфчене, которое было бы по- 
добно данному РС.Н. (фиг. 66), и котораго части были бы подобны ий 
пропорц1ональны частямъ Ё@а, СН, НУ и располагались бы въ томъ же 
порядк$ между заданными прямыми АВи АР, АШ,.и БО, ВО и СЕ. 
Посл проведен1я прямыхъ Ра, @аН, НУ и ЕТ построй (л. ХХУП) четыре- 
угольникъ //м подобный ЕСН. такъ, чтобы его вершины лежали на за- 
данныхъ прямыхь АВ, АР, ВО, СЕ въ указанномъ порядкё и около 
этого четыреугольника опиши коническое сЪчен1е подобное данному. Оно. 
и будетъ требуемое. 


Поучене. 


Поетроене этой задачи можетъ быть выполнено и слфдующимъ обра- 
зомъ: поелЪ проведеня Е@, ЯН, НУ, ЕЛ (фиг. 67), продолжи @Е въ сто- 
рону.Г, проведи ЕН, /@ и построй уголь САК = ЕСН и ОАТ, =УЕН. 
Пуеть прямыя АК и АГ. перес$каютъ прямую ВЛ вь К и Г, проведи 
КМ и ГМ такъ, чтобы уголь АКМ равнялся ЯНУ и уголь АЁГМ рав- 


нялся НАУ и чтобы было: 
КМ: АК=НЛ:@Н и ГУ: АГ=НЛ: ЕН, | 


Прямыя АК, КМ, АГ, Г/М проводятся въ такую сторону ‘отъ ли 
АД, АК, АГ, чтобы буквы САКМС, АГКА, РАГМЮО сл$довали бы въ 
той же круговой послФдовательности какъ буквы ИСНУЕ. Прямая ММ. 
проходящая черезъ № и М перес®каетъь прямую СЕ въ #. Построй уголъ. 
‘ЕР равный „СЕ и возьми РЕ такъ, чтобы было: 


РЕ: = ЕС: СУ. 


Черезъ точку Р проведи РОГ, составляющую съ прямой АДЕ уголь. 
РОЕ равный Е.С. и пересфкающую прямую АБ въ {. Соедини [№ при 
этомъ РЕ и РО надо проводить въ такую сторону отъ прямыхъ СЕ и РЕ 
чтобы круговая посл$довательность буквъ РЁР и РЕОР была одинаковой 
съ послфдовательностью ЕОНУЕ. Если на прямой {&, построить соблюдая 
посл$довательность буквъ четыреугольникъ /0/ подобный ЕСНУ и опи- 
сать кривую подобную данной, то задача и будеть рЪшена. 

Однако, достаточно объ опредфленш орбитъ. Остается покавать какимт. 
А опред$ляется движене по найденнымъ орбитамъ: 


= 495 — 


ОТДБЛЪ УГ 
Объ опредфлен!и движен1я по заданнымъ орбитамъ. 


Предложене ХХХ. Задача ХХИ. 


Опредълить мъсто тъла движущалося по заданной пораболиче- 


ской траектории вз данный моменть времени. 

Пусть 5 фокусъ, А (фиг. 68) тлавная вершина параболы, и пусть 
произведене 4А5. М равно площади А РБ описанной ращусомъ ЭР поелЪ про- 
хожден!я тфла черезь вершину, или же той площади, которую ему пред- 
стоитъ описать для достиженя вершины. Величина этой площади опред$- 
ляется по времени, коему она пропоршональна. 

Раздёли АБ въ точк® С пополамъ и возетавь перпендикуляръ @Н 
равный 3, центромъ Н и радусомъ НБ опиши кругъ перескаюций па- 
раболу въ точкЪ Р; эта точка и есть искомое мЪсто тфла. Ибо, если на 
ось опустить перпендикуляръ РО и провести РН, то будетъ: 


РН? = Аб? ЧН? =(АО— Аб) (РО— СН)? = 
— 40? -|- РоЗ—3 АО. АЧС— СН. РО-- Аб? | (Н*. 
Отсюда 
СН. РО = А0? -+ РО? — ?'АО. АС == АО? -- —. УВ. 


20? 


ВмЪсто 40? напиши 40. АЕ 


на 2А5, получишь: 


тогда раздЪливъ на 3РО и умноживъ 


5 СН.А8=5 40 "РО-- 1 48. РО= 


—_ 404348 ро _ 440—350 ро 
и = 
= площ. (АРО — 5РО) = площ. АРБ. 


Но 
@Н — ЭМ, 
слфдовательно, 


-_ @Н. 48—48 . М, 
НН 
т.-е. отофченная площадь и есть какъ разъ требуемая. 
Ольдетве 1. Отношене СН къ АБ равно отношен!ю промежутка, вре- 
мени, въ течен!е котораго тЪло. описало дугу АР, къ промежутку времени 


АО 


въ течеше котораго оно описывало дугу АК, заключенную между верши- 
ною А и перпендикуляромъ къ оси, проведеннымъ черезъ фокусъ °°). 

Сльдстве 2. Если постоянно проводить кругь АБР, проходяций че- 
резъ движущееся тфло Р, то скорость точки Н такъ относится къ еко- 
рости тфла при прохождении черезъ вершину 4, какъ 3 къ 8 и, сл$до- 
вательно, въ этомъ же отношеви находится длина СН къ той длинЪ, 
которую т$ло за время своего движеня отъ А къ Р могло бы пройти 
двигаясь равномфрно °°), съ тою скоростью, которую оно имфло въ вер- 
шин% А. 

Сльдетве 3. Обратно можно найти время, въ продолжеше. котораго 
тфло описало какую-либо заданную дугу АР; соедини АР и изъ середины 
этой прямой возставь перпендикуляръ, онъ пересфчеть СН въ точкЪ М. 


Лемма ХХУШ. 


Не существуеть ‘такой замкнутой овальной кривой, для которой 
площадь, отеткаемая произвольно проводимыми прямыми опредълялась бы 
в5 общемз видь уравнешями с5 конечнымь числомь членовь и конечной 


степени. 
Пусть внутри овала взята какая-нибудь точка, около которой какъ 
около полюса равномфрно вращается прямая лин1я и, одновременно, изъ 


35) Пусть время описавйя дуги АР есть (, дуги АК ... &, тогда 


обозначая черезъ Эс постоянную площадей имфемъ: 
: 83 
и @Н =ч445 
сл5довательно ` 
ан 36. 
А > 
Но площадь 


‘АЕ 9, = 5 48. 9К = 5 АВ. 


Отсюда ‘слфдуеть. 
вин! 
АЕ: 


36) Скорость точки Ы равна 


@Н _ 3 

И т 
но 

Эе—== 5. АБ, 


ГДЪ ®, есть скорость тфла въ точкЪ А, слЪдовательно 


РЕ 


полюса выходить точка и движется по этой прямой со скоростью, пропор- 
щональной квадрату длины отр%зка этой прямой, заключеннаго внутри овала, 
между полюсомъ и периметромъ. При. такомъ движен!и точка описываетъ 
спираль изъ безчисленнаго множества, оборотовъ. Если бы часть площади 
овала отсфкаемая сказанной прямой, могла бы быть найдена при помощи. 
алгебраическато уравнешя съ конечнымъ числомъ членовъ, то при помощи 
того же уравневя нашлось бы и разстояве точки спирали до полюса, 
которое этой площади пропорцонально; слФдовательно, вс точки спирали 
могли бы быть найдены при помощи конечнаго алтебраическаго уравнетя, 
поэтому и точки перес$чен!я съ какою-угодно заданной по положен!ю 
прямой, опреллялись бы при помощи алгебраическаго уравнен!я конечной 
степени. Но всякая неопредфленно продолженная прямая перескаетЪъ 
спираль въ безконечномъ числ точекъ, уравнене же, помощью котораго 
находятся точки перес$чен1я двухъ лин доставляетъ ихъ всфми своими 
корнями и въ томъ же числЪ, слЪдовательно степень уравнен1я должна 
быть такою же, каково число точекъ пересчения. 

Такъ, наприм$ръ, два круга перес$каются въ двухъ точкахъ и каждая 
изъ нихь находится не иначе, какъ при помощи уравнен1я второй степени, 
которымъ опредфляется, вм5стЪ съ нею, и вторая точка перес$ченя. Два 
коническихьъ сЪчен1я могутъ пересЪкаться въ четырехъ’ точкахъ и, эти 
точки, вообще, нельзя найти иначе, какъ при. помощи уравнен!я четвертой 
степени, которымъ онф всф опредфляются совмфетно. Это происходить по- 
тому, что если бы искать каждое изъ этихъ пересфчен!й въ отд$льности, 
то такъ какъ для нихъ для всфхъ условя однф и т5 же, то и вычислеше 
для каждаго перес$чен!я будетъ то же самое, поэтому и получится одно 
и то же окончательное уравнене, которое должно доставлять всЪ пересЪ- 
чен1я совм$стно, полно и безразлично. Такимъ образомъ, перес$ченйя кони- 
ческаго сЪченя и кривой третьяго порядка, такъ какъ ихъ можетъ быть 
шесть, доставляются совмфстно уравнешемъ шестой степени, пересфченя 
двухъ кривыхъ третьяго порядка, которыхъ можетъ быть девять, доста- 
вляются уравненемъ девятой степени. Если бы это могло быть иначе, то 
вс задачи, приводяпия къ уравненямъ третьей степени можно было бы 
сводить на задачи плосвя, т.-е. рёшаемыя при помощи уравнев!й первой 
и второй степени. Вс же задачи высшихъ степеней къ задачамъ третьей 
степени. Здесь я говорю о кривыхъ неприводимыхъ, ибо, если уразненте, 
опред$ляющее кривую. можетъ быть приведено къ уравненю низшей сте- 
пени, то’эта’ кривая не простая, а составленная изъ-двухъ или нфеколь- 
кихъ, которыхъ пересЪченя и могуть быть находимы въ отдфльности для 
каждой. Такимъ образомъ, пересёчен:я двухъ прямыхъ и коническаго сЪ- 
чон!я доставляются всегда уравнен!ями второй степени, трехъ прямыхъ и 
неприводимой кривой третьяго порядка — уравнен!ями третьей степени, 
четырехъ прямыхъ и неприводимой кривой четвертаго порядка — уравне- 
н1емъ четвертой степени и т. д. до безконечности. 

СлЪдовательно, безчисленное множество точекъ пересёчешя прямой и 


Ее 


спирали, такъ какъ эта кривая простая и неприводимая, потребуютъ для 
своего опред$лен1я уравнен!я съ безконечнымъ числомъ корней и безко- 
нечно большой степени, которое могло бы доставить всЪ пересЪченя сов- 
м$етно, ибо для всЪхъ для нихъ одинъ и тотъ же законъ и одно и то же 
вычиелене. Если изъ полюса опустить на сказанную с$кушую перпенди- 
куляръ и вращать его вмфстЪ съ с$кущей около полюса, то пересЪчен1я 
спирали будутъ переходить одно въ другое, то которое было первымъ ‘или 
ближайшимъ къ основаню перпендикуляра, черезъ одинъ оборотъ, станетъ 
вторымъ, послЪ двухъ оборотовъ — третьимъ и т. д., между тЪ$мъ самое 
уравнен!е не иначе можетъ измфниться, какъ только отъ измфневя вели- 
чины тЪхъ количествъ, которыми опредфляется положене самой сЪкушей. 
А такъ какъ посл каждаго полнаго оборота эти количества принимаютъ 
свои прежня значеншя, то и уравнеше вновь принимаетъ свой первона- 
чальный видъ, и, слфдовательно, будучи единственнымъ и оставаясь не- 
измфннымъ, должно доставить всЪ точки пересБчеюня въ безконечномъ 
числЪ, слфдовательно оно должно имфть безчисленное число корней. Итакъ, 
нельзя опредфлить, вообще, пересфчен!я прямой и спирали при помощи 
конечнаго уравнен!я, поэтому и не существуеть замкнутаго овала, коего 
площадь, отсефкаемая произвольно взятою прямой, могла бы выражаться 
въ общемъ видф при помощи такихъ уравненйй. 

Подобнымъ же разсужденемъ, взявъ за разстояе. между полюсомъ 
и подвижною точкою описывающею спираль, длину пропорц1ональную отсЪ- 
каемой части периметра овала, можно доказать, что длина периметра не 
можетъ быть найдена вообще при помощи уравнеюй конечной степени. 
Подъ замкнутымъ оваломъ я здфеь разум$ю тавмя кривыя, которыя не 
касаются сопряженныхъ. съ ними кривыхъ уходящихъ въ безконечность. 

СОлъдстве. Такимъ образомъ, для эллипса площадь описываемая ра- 
дтусомъ проводимымъ изъ фокуса къ движущемуся тфлу, не можетъ быть 
получена по данному времени при помощи конечнаго алгебраическаго. урав- 
нен!я, и поэтому не можеть быть опредБлена пересфчен1емъ эллипса съ 
геометрически ращюнальной (алгебраической) кривой. Я называю теометри- 
чески ращональными (алгебраическими) кривыми таюя всЪф точки коихъ 
опредфляются при помощи длинъ, опредфляемыхъ въ свою очередь алге- 
браически уравненями, т.-е. при помощи сложныхъ'и составныхъ отношен!й 
между длинами. Проч1я же кривыя (какъ спирали, квадратрисы, трохоиды) 
я называю геометрически иррашональными (трансцендентными), подобно 
тому какь длины, называются ариеметически ращональными, если онЪ 
относятся другь къ другу какь цфлое число къ цфлому, если. же такого 
отношеня не существуетъ —то ариеметически иррашональными, какъ о 
томъ сказано въ Х-й книг элементовъ. 

ОтеБчеше же отъ эллипса площади пропорцюнальной времени при 
помощи Теометрически ирратональной кривой исполняется сл$дующимъ 
образомъ. 


Предложенше ХХХ!. Задача ХХ. 


Найти мъсто, занимаемое движущимся по эллиптической траек- 
тори ттъломь в5 данный моменть времени. 

Пуеть 4 (фиг. 69), есть главная вершина эллипса, 5 фокусъ, О центръ, 
Р искомое м$фето тЪла. 

Продолжи ОА до С такъ, чтобы было: 


0: 0А= ОА: 05, 


возставь перпендикуляръ СН и точкою О какъ центромъ и радусомъ ОС, 
опиши кругь СЯЕЁ и вообрази, что по линейкЪ ЯН какъ по основан!ю 
катится колесо ЧЁР, вращаясь при этомъ около своей оси 0. точка А 
взятая внутри его описываетъ при этомъ трохоиду 1..7. Возьми длину СК, 
составляющую отъ длины обода колеса такую же долю, какъ время, въ 
продолжеюе котораго тЪфло переходить изъ А въ Р отъ времени полнаго 
оборота по эллипсу. Возставь перпендикуляръ К/, пересЪкаюпий трохоиду 
въ /, и проведи прямую ГР параллельно АС, въ точкз Р ея перес$ченя 
съ эллипсомъ и получится требуемое мЪсто тФла. 

Радусомъ ОА опиши полукругъь изъ точки О какъь центра и. пусть 
его перес$чене съ прямою //Р, если нужно продолженной есть @. Соедини 
О и 00 и пусть ОО пересЪкаетъ кругь ЕЕ@ въ точкЪ К, изъ фокуса 
опусти на эту же’ прямую перпендикуляръ ЭГ. Площадь АР пропорщо- 
нальна площади АХ, т.-е. разности площадей сектора АФО и треуголь- 
ника ((5, т.-е. пропоршональна разности произведенй 


3 09.(-49—- 09. 85, 
т.-е. разности — 4 — А5, ибо > 09 есть величина постоянная. 


Такъ какъ слфдуюция отношен1я между собою равны: 


ЭВ: ОМ— 05: ОА—ОА: 0 —<— АО: —@Е= 
== (— А () = 58) Е (— О №), 


то эта площадь АР5 пропорщональна СК, т.-е. разности между дугою @Р 
и длиною ОМ представляющей спнусъ °7) дуги 40. 
Поучен]е. 


Впрочемъ, въ виду трудности построен1я трохоиды, предпочтительнЪе 
на дЪлЪ примфнять слфдующее приближенное ршете. 


87) Пусть О< = В, ОА =т, уголь А00=0, тогда ординатЪ ГИ тро- 
хоиды соотвфтетвуетъ абецисса 


@К 0 купе > @Е--0М, 


1) — 


Сперва надо опредфлить уголь В и длину Г, (фиг. 70), такъ, чтобы 
было: 


8Н 
`АВ 


В— 51°. 99578 А. -— 
тд АБ есть большая ось эллипса, (А большая полуось, 5Н разстоявше 
между фокусами. 

‹  Поеслф того какъ эти величины найдены задача рфшаетея слфдую- 
шимъ анализомъ. При помощи какого-либо построенйя, или же сдфлавъ 
какое-нибудь исходное предположене, находимъ мЪсто Р тфла близкое 
истинному его мЪфсту р. Проведя ординату РЕ, по пропорщональности 
осямъ эллипса находимъ ординату В© описаннато круга А®В. Эта орди- 
ната есть синусъ угла 400 при радус$ ОА, она перес$каетъ эллипсъ въ 
точк$ Р. Для угла АО@ достаточно найти приближенное значене грубымъ 
вычисленемъ. 

КромЪ того, извЪстенъ уголь пропорщональный времени, т.-е. такой, 
который такъ относится къ четыремъ прямымъ, какъ время описан!я дуги 
Ар къ времени полнаго обращен!я по эллипсу. Пусть этоть уголъ есть М. 
ЗатБмъ надо взять углы Ди Е такъ, чтобы было: 


Г 


Р=В.3т40@ и Е=(У— 400 --). д, вод 


Затфмъ углы Ёи С такъ, чтобы было: 
а ия Е ОФ 
Г=Б. 31(А00-- Е) и ЕАО = 400В | 


Затёмъ углы Н и //: м 


р . а Ем 400 Еее 
Н= В1(400 Е--@) и = ово. 1 


и продолжать такимъ образомъ до безконечности. Утолъь А0д опред$лится 
по формул: 
АО0д= А09-Е-а--... 


Посл чего исправленное мЪсто р найдется по его абсциссв Ог и 
ординатБ р’, которыя суть: 


Ог— ОА. 605404; ==. о. = 0С.зтАО4. 


Рядъ 400--Е-- С --- сходится настолько быстро, что едва ли 
когда-нибудь понадобится идти въ немъ далфе второго члена Е. Это вы- 
числен!е 3%) основано на томъ, что площадь АРХ пропорщональна раз- 


33) Пруемъ, примфняемый здфсь Ньютономъ для рёшеня Кэплерова 
уравнен!я, есть какъ разъ тотъ, который имъ предложенъ для рёшен!я 


И — 


ности между дугою 4% и перпендикуляромъ, опущеннымъ изъ фокуса на 
ралусъ 00. 

Подобнымь же вычисленемъ рЪфшается задача и для гиперболы. 
Пусть ея центръ О, вершина 4, фокусъ 5, ассимптота ОК. 

ИзвЪстна площадь, пропоршональная времени, которую и требуется 
отефчь. Пусть эта площадь есть А (фиг. 71). 

ДБлается исходное предположене о положеши прямой ЗР, отс$кающей 
площадь АЮР, близкую къ требуемой. Проводять ОР и затфмъ А/ и РК 
параллельныя второй ассимптотЪ. По таблиц логариемовъ находится пло- 
щадь 4/РК и равная ей площадь АОР, вычтя которую изъ площади 
треугольника ОР5, получаемъ площадь АРБ. Раздфливъ удвоенную раз- 
ность площади 4 и площади АР5, т.-е. величину 2(АРб— А) или 2(А — АРБ) 
на разстояше 5Х фокуса до касательной РТ въ точк% Р, получимъ длину 
хорды РФ. ВмЪетивъ эту хорду между 4 иР, если площадь АР5 больше А, 
и на продолжении дуги АР, если меньше, получимъ въ точкВ © болЪе точное 
мЪ$ето. Повторяя это вычислеше, будемъ получать это мЪсто все боле и 
боле точно. 

Вышеприведенными вычислен1ями задача рфшается аналитически 
вообще. Но для цфлей Астрономш удобнЪе слфдуюций частный премъ. 
Пусть Ол, ОВ, ОР (фит. 72) полуоси эллипса, Г, его параметръ п.) раз- 


численныхъ уравнен!Й вообще, т.-е. когда извфстно приближенное значене 
и—и, корня уравнешя Г(и) = \, то болЪе точное значете и, = и, -- 9, 
найдется, взявъ 


ры М Е (и) 
а УТ) 
Для Кэплерова уравненя и — =езти == № будетъ: 
а 1. 
1 = 6084 


Это и есть формула, Ньютона, если ее написать при помощи тепереш- 


4 


б 1 менате? д раз- 
нихъ обозначен, и числителя и знаменателя дроби ТЕ 40-400 раз 


дфлить на /, и замЪтить, что о: и уголь 400 =и,. По поводу этого 


рЪшен!я знаменитый Адатз говоритъ: «Если погрфшность приближеннаго 
значеня величины и, будетъ порядка ® относительно малой величины =, 
принимаемой за малую перваго порядка, то погрёшность величины Из 1 
будетъ порядка &, =2-- 1, погрёшность слфдующаго приближе!я и,» бу- 
деть 2 --1=4%-- 3 ит. д., такъ что порядокъ малости погрёшноети боле 
ч5мъ удваивается при каждомъ’ приближен!и. Этимъ объясняется огромное 
преимущество (питепзе адуатазе) этого способа передъ разложентемъ въ ряды 
по степенямъ <, когда требуется весьма болышая точность результата, ибо 
при рядахъ прибавлен!е одного члена повышаетъ порядокъ погрёшности 
лишь на одну единицу». ./). С. Адатз. Змепайс Рарегз м0] 1. стр. 290.—Оп 
М е\/оп?’5 Зошоп о Керег’з ргоШет. 


о — 


ность между половиною малой оси и половиною параметра. Сперва надо 
найти углы У и 7 по формуламъ $3). 


1 204А++0) „р _22.5Н 


Эа д ЗА? 


37) Въ «Началахъ» принята, само собою разумЪется, старинная астро- 
номическая терминологя, нфеколько отличающаяся отъ современной. 

Какъ извфстно, примфняемыя теперь основныя формулы эллиптиче- 
скаго движен!я планетъ сл5дующия: пусть 5 есть центръ солнца, О—центръ 
орбиты, тогда уголь АБР ==, считаемый въ сторону движён!я планетъ отъ 
перигеля, т.-е. ближайшей къ солнцу вершины А, называется «истин- 
ной аномашей», описанный изъ точки О радусомъ ОА кругъ—эксцентри- 
ческимъ кругомъ, уголь 400 =и— эксцентрическою аномашей, наконецъ, 


2$ 
пропориюональный времени уголь М = `` -— средней аномащей, разетоя- 
ше бР=—радусомъ векторомъ, ОА —а —большая полуось, отношене 
— =е— экесцентриситетъ. Эти величины связаны слфдующими соотно- 


ОА 
шенями: 
0 (1—65056); ое СЕ) 
Е а 
Дю 1 ААВ ВО р А 
и = те ое ВЭ) 


которыя разлагаются въ ряды по степенямъ с и даютт: 


№М-Незт М Ето 5.2912 -—- Нов [313 — 390] -- $ 
28 ыы 3 
т в и. 052 5-я (3с058№ — 3с08 №) — .. 
В 35 Их 5 11 17 
АО ре ый 7 8 4: Е 6 я о] 
о= м [е ее, [вшм--( а а а М -- 


{Гар!асе, Месатаяе Сеезе, Глуге П, $ 22). 

Но Ньютонъ слфдуеть старинной астрономической практикЪ, которая 
удержалась до Лапласа, именно, аномали считались не отъ перигеля, а 
отъ афежя, т.-е. отъ дальнфйшей отъ солнца точки Б, соотв$тетвенно чему 
формулы (1), (2) и (3) требуютъ вамЗны въ нихъ угловъ и, г и М черезъ 
углы п—и,, п—в ия— М, и принимаютъ видъ: 


"= а(1 Е есози, ) 
-- ети, — ЕЯ 


Шер, == РЕ шыш. 


Разноеть +, — №, называется уравнешемъ центра и для приближен- 
наго получен1я истинной аномали, проводили изъ второго фокуса эллипса 
лучь В), составляюций уголь ВНУ = М№,, точка -/ пересфчен!я этого. луча 
©ъ эллипсомъ и давала приближенное мЪсто планеты. Ньютонъ приводить 
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ПослЪ того какъ эти углы найдены, место тфла опредфлится такъ: 
возьми уголъ 7, пропорцюнальный времени описаня дуги ВР, или какь 
его называютъ среднее движене, и разсчитай уголъ Г — первое уравнен!е 
средняго движен!я такъ, чтобы было: 


ааа 
и уголь Х— второе уравнене средняго движен!я 
ЕЕ: 


сумма угловъ 7-Е 7-Е Х, если уголъ 7’острый, или же разность 7--Х— Г, 
когда уголъ 7’ тупой, т.-е. больше прямого, но меньше двухъ прямыхъ, пред- 
ставитъ уравненное среднее движене, коему и возьми равный уголь ВНР, 
тогда, если НР пересЪкаетъ эллипоъ въ точкф Р, то прямая БР и отсф- 
четь плошадь В5Р, весьма близкую къ искомой пропорщональной времени. 
Такой способъ, какъ видно, достаточно простъ, ибо для весьма малыхъ 
угловъ Г и Х, выраженныхъ, если угодно, въ секундахъ, достаточно найти 
первыя дрРЪ или три цифры. Этотъ способъ достаточно точенъ для теори 
нланетъ, ибо даже для орбиты Марса, коего наибольшее уравнете центра 
равно 10°, ошибка, едва достигаетъ 1”. Посл того, какъ найденъ уголь ВНР 
уравненнаго средняго движеня, найдутся тотчасъ же по извфетнымъ епо- 
собамъ уголъ истиннаго движения ВБР и разстояне ЭР. 

Однако достаточно о движени тЪлъ по кривымъ. Можетъ оказаться, 
что тЪло и прямо падаетъ къ центру или по прямой удаляется отъ него, 
къ изложеню учетя о такихъ движеняхъ я и перехожу. 


ОТБ У, 


О прямолинейномъ движен!1и т5лъ къ центру или 
отъ центра. 


Предложеше ХХХИ. Задача ХХ. 


Предполелая, что центростремительная сила обратно пропорио- 
нальна квадрату разстоящя мъста д0 центра, опредълить простран- 
ства, проходимыя зтъломь. вв заданное время при прямолинейном5 ею 


падении кь центру. 

Случай 1. Если тфло не падаеть прямо къ центру, то оно описы- 
ваетъь (ХИТ, 1) н$которое коническое сЪчен1е, коего фокусъ лежитъ въ 
пентрё силъ. Пусть это сфчене есть АВРВ и его фокусъ 5 (фиг. 73 а). 


разложен!е уравнешя центра при старинныхь обозначешяхъ. Такь какъ 
эти формулы теперь не примфняются, то выводъ ихъ не приводится; этотъ 
выводъ, хотя довольно сложнымъ геометрическимь путемъ, можно найти 
въ изданш «Рипс|а» Ге Зеиг и Засашег, и болфе простой въ МивсеЙапеочцз 
Тгас8 Бу ТБотаз Эипрзоп стр. 46. 
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Во-первыхъ, раземотримъ тотъ случай, когда эта кривая эллипсъ. На 
большой его оси АВ опишемъ полукругь АДВ и черезъ падающее тфло 
проведемъ перпендикуляръ ОРО къ оси, и прямыя 0А)и РЗ; площади А 
и АБР пропорщюнальны и между собою, и времени. Сохраняя ось АБ, бу- 
демъ уменьшать ширину эллипса, площадь А будетъ оставаться про- 
порщональной времени. Пусть эта ширина уменьшается до безконечности, 
тогда орбита АРВ совпадеть съ осью АВ, тфло будеть падать по пря- 
мой АС, фокусъ © совпадетъ съ вершиною В и площадь АБО станетъ 
пропорщональной времени. Поэтому пространство АС, проходимое въ те- 
чен!е заданнаго времени тфломъ, падающимъ прямо, получится, взявъ 
вместо времени пропорпюнальную ему площадь АВ и опустивъ изъ 
точки Ш) перпендикуляръ на АБ. 

Случай 2. Если сказанная кривая гипербола, то на ея оси БА опи- 
сывается равнобокая гипербола ВЕЛ (фиг. 73), и такъ какъ площади СУР, 
СВУР, 5РЕВ относятся соотвфтственно къ площадямъ О5Д, СВЕР, 5РЕБ 
какъ ординаты СР къ СО, площадь же ЗРАВ пропорпюнальна времени, въ 
течен!е котораго т$ло описываетъ дугу ВУР, то и площадь РЕВ про- 
порцщюнальна времени. При безконечномъ уменьшеши параметра гипер- 
болы ВРВ и сохраненши неизмфнности ея главной оси АБ, дуга РВБ 
совпадетъ съ прямою СВ, фокусъ Ю—еъ вершиною В и прямая 5А— съ 
прямою ВП, сл$довательно, площадь ВРЕБ будетъь пропоршюнальна вре- 
мени, въ продолжене котораго тфло при прямолинейномъ падении опишет 
путь СБ. 

Случай 3. Разсуждая подобнымъ же образомъ и для того случая, когда 
кривая АРВ парабола (фиг. 73 с), описываемъ при той же вершин дру- 
тую параболу, которая остается постоянной; при уменьшеи до нуля пара- 
метра той параболы, по которой движется тфло Р, причемъ это движене 
обратится въ прямолинейное по прямой СБ, площадь параболическаго сег- 
мента ВРЕВ будетъ пропорщональна времени °°), въ продолжен1е котораго 
тЪло падаетъ съ С вь 5 или въ В. 


90) Задача о прямолинейномъ движени тфла, притягиваемаго къ не- 
подвижному центру силою обратно пропоршональною разстоянйю, разема- 
тривается весьма подробно какъ предфльный случай движен1я по кониче- 
скому сЪчев!ю, благодаря этому Ньютонъ избфгаетъ необходимости испол- 
нять аналитически тф квадратуры, къ которымъ задача приводитъ, а 
пслучаеть ихь геометрическое представлен!е. 

Въ предложени 39-мъ данъ обший способъ рьшешя при помощи ква- 
дратуръ задачи о прямолинейномъ движеви тЪФла подъ дЪйствемъ какой 
угодно центральной силы, причемъ устанавливается и законъ живыхъ 
силь, а въ предложенш 40-мъ дается и общее алгебраическое выражене 
этого закона. 

Чтобы яснфе видфть связь рёшен!я, даваемаго Ньютономъ, съ тепе- 
решнимъ, обозначимъ черезъ х разстоян!е тфла до центра въ моментъ &, 
черезъ а разстояе въ моментъ =, черезъ ©, скорость въ этоть мо- 


== №45 


‚ Предложене ХХХИИ. Теорема ИХ. 


' 


Принимая. найденное выше, утверждаю, что скорость падаюшело 
тула в5 любомз мость С такз относится къ скорости тльла, описы- 


ментъ и черезъ „? коеффищенть притяженя, такъ что притяжене центромъ 
2 
выражается формулой а, тогда ‘по закону живыхъ сильъ будетъ 


© —— 0 == 92 (=— =) 
. т а 
ИЛИ 
2 2 22 
= Ее К а Ве 2 (1) 
Смотря по знаку величины 0—9 могутъ быть три случая: 
а 2.2 ; Е } 
1) а 50 (движен!е эллиптическое) 
га | 
2) в ——=0( ›` параболическое) $ ; -.. (А). 
22 | 
3) а. О гиперболическое). ) 
Возьмемъ первый случай и пусть з 
ты 22 ры `Эь2 
0 а Ь 2 
слфдовательно, 
$ > 0, 


` уравнен!е (1) напишется 


слдовательно, будеть 
о о ат (2) 


Сообразуясь съ фигурою (73а), сдБлаемъ 
1 
#—=— 6(1 —{ с052и) =с0$?и, 
такъ что 


4х —= —БзтЗи. ам; И —1=щи 


и уравнеше (2) будеть 


и > и = с05% . ди = а | с0$ 9) ди 
пусть при 


тогда будетъ в 
РИ 2. 


УЪЬ 


«Изв стя» Нан, Морской Академ. 


ь = и пи 
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О 


ваощиио около центра В круз радиуса ВС, какз корень квадратный изз 
разстоящя АС тъла д0 второй вершины круа или равнобочной зитер- 
болы относилися кз корню квадратному изь плавной полуоси кривой. 


В: 
или умноживъ 06$ части на «= 


У з р 
а : в’. 1= Ви-- > В?т2и = площади АВ вена) 
т.-е. время & пропорщонально площади АВШО и м5сто т$Бла въ этотъ мо- 
менть есть (7. 

Для параболы будетъ 


22 ах? 
а) 
т,-6 
И2в. @1= — У зал, 
У зн. (а) © 


Дфлая х==0, получимъ время паден!я изъ точки С, разстояше коей 
до центра ВС =а: 


= 2 
У 2 ь. == з а, 
если ‘уравнене параболы ВЕЛ ееть 
у’ — 202, 
то дБлая 
НИЯ 
имфемъ 


и очевидно, что время # пропорщонально площади ВЕР. 
Для гинерболы будеть 


2. 2 
о 
Полагая 
в 22 92 
ест” 1? 
получимъ 
1 И 
= (5-5) 
и точка А, въ которой 2 =0, соотв$тствуетъ абсцисс х =—6 и лежить 
по другую сторону отъ центра О гиперболы. Уравнеше (2) будетъ: 


ты 
— 1 

ть 

Полагая соотв тественно тому, Какъ для эллипса 


2-8 (и —1), 


—- 8 = 


Раздёливъ общую ось АВ фигуры ВРВ`и ОЕВ въ точкЪ О (фиг.74) 
пополамъ, проводимъ касательную РТ къ кривой ВРВ въ точк® Р и опу- 


будемъ имЪть 


ь Т-- 0й2м С? 
а, 


©елЪдовательно, 
У?5.в. 4 = 25512и . ди = (Си — 1). ди. 
Отсюда слфдуетъ 


ЭВ. = — Би — би 


или по умножеши на ". 


ее т (2). ‚8%аи) —- (5) .2и= 


4 2 2 2 2 
ОВО. - ОБЕ — ВОВ о 
Ибо по уравнен!ю гиперболы 
Ср ==? 5й2и, 
слЪдовательно, Г 
=: Е — а -В Ви > ОВЪеР площ. ОвВр 
и 


и (5). 2 = площ. ОВЕР. 


1 


Критерлй для различ!я вида орбитъ дается въ предложени 37 въ 
нфсколько иной формЪ, нежели указано выше, ибо вмЪсто коеффишента 
притяжен!я вводится та скорость Г,, съ которою тфло подъ дЪйстыемъ 


даннаго центра могло бы описывать кругъ даннаго радуса. 


За этотъ радусъ принимается начальное разстояще а, такъ что будетъ 


а а Ух 
залоаа 
т.-е. 
и? — 7. а 
й тогда условя А перепишутся такъ: 
02 я } 
1) уз < 2 движене эллиптическое | 
з р. 
2) у = » параболическое | . 
р 
3) и. >> » гиперболическое. } 
о 
‹ Полагая 
4) 2 
= 
А 
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А! 


ось 


скаемъ на эту касательную, перес$кающую ось въ точк$ ХТ, изъ фокуса 5 
перпендикуляръ ЗУ и проводимъ ВО перпендикулярно оси, 

Пусть параметръ кривой АРВ есть Г. Уже установлено (ХУТ, 9), 
что скорость тфла, движущагося вокругъь центра силъ, 6, при проходЪ 
черезъ точку Р такъ относится къ скорости тфла, описывающаго около: 
того же центра кругъь радуса 5Р какъ ить .5Р: БУ. По свойству ко- 


ническихъ сЪченй: 
ое В : ОР НОГ, 


сл$довательно, 
= 2СР:. АО 
аб: СВ? 
можемъ написать формулу 
Е 
0 а Ь ) 
такъ. 
п—9=— 9 =. : 


но 
5А—=Ь, Ба=а СА=Ь-—а (фиг. 80), 
такъ что при Ньютоновомъ обозначени дЪйствительно будетъ: 


оса 
а ас 
2 


Это и есть предложеше ХХХУП. 

Имя въ виду эти формулы и значене величины В =®.А на фигу- 
рахъ 77, 78, 79 и 80 и 6 = ВА на фигурахъ 73а, 73Ъ, 74, нетрудно 
сопоставить каждое изъ этихъ предложенй съ аналитическимъ процессомъ, 
прим$няемымъ при ршени этой задачи теперешними способами. 

Такъ предложеше 33 выражаетъь законъ. живыхъ силъ, именно, д%- 

2 172 
лая ВА=Ь ВС=аи =, гдЬ черезъ Г обозначена скорость, съ 
ей д 
которою тЪло могло бы описывать кругъ въ разстоян!и х отъ центра, изъ. 
формулы 


получаемъ 


что и высказано въ этомъ предложеюи. 
Предложене 34 выражаетъ этотъ законъ для параболы (6 = ео) 


| 27. 


т 


0 


Предложене 35 даетъ выражеше множителя, стоящаго передъ време- 
немъ { въ фор. (3, 4, 5). 


= 


т.-е. сказанныя скорости относятся другъ къ дрУтУ какъ У ле. —_ эУ. 


Но по свойству коническихь сфчен!й: 
СО: ВО = ВО: ТО = (СО -= ВО): (ТО = ВО) = ВС: ВТ. 
Составивъ вновь производную пропоршю, имЪфемъ: 


(00 ВО); ВО СТВ 
или ь 
АС: АО=СР : В®, 
слЪдовалельно, 


ОР АО РЕ ВО. Аб. 5Р 
АС. СВ 3 5 


Пусть ширина ОР кривой ВРВ неопредЪленно уменьшается, такъ 
что въ предл точка Р совпадаетъ съ С, точка 9 съ В, прямая БР съ ВС, 
прямая ЗУ съ ВО, скорость т$ла, падающато прямо кь центру будеть 
относиться къ скорости тфла, описывающаго кругь радусомъ ВС, какъ 

В0*.АС.БР. 


—40_вс_ : ЗУ. Но въ предл отношеше ВО : ЗУ и отношене 5Р: ВС 


равны 1, слфдовательно, въ предфлЪ выше приведенное отношен!е скорости 
‘будетъ равно 


НИ И 

0 = УАС: и АВ. 

Сльдсетве 1. При совпадени точекъ В и © будетъ 
ТС: 15—00: 40; 


Слъдетве 2. Тло, обращающееся по кругу въ заданномъ разстояши 
отъ центра при измЪфнени направлен1я его движевя прямо отъ центра, 
удалится отъ него до двойного своего разстояя. 


Предложене ХХХМ. Теорема Х. 


Если кривая ВЕ парабола, то скорость падеющейо тиьла ‘в5 лю- 

бомь мость С равна скорости, с5 которою тлъло можеть описывать 
. 1 

около центра В круз радусомь —5- ВС, демаясь равномърно. 

Въ точк® Р (фиг. 75) скорость тфла, движущагося по параболЪ АРВ, 
описанной около центра силъ 5, равна скорости тфла, описывающаго около 5 

} 1 : 

кругь, радлтуеъ коего --5Р (ХУТ, 7). При безпредльномъ уменьшении ши 
рины параболы, ея дуга Р/В приближается и въ предфлЪБ совпадаетъ съ 
прямою ВС, рамусъ БР совпадаетъ с разстоятемъ ВС, фокусъ 5 — съ 
зершиною В, отсюда и сл$дуетъь высказанная теорема. 


Предложене ХХХУ. Теорема Х!. 


При тьль же предположеняхь утверждаю, что площа ПЕБ, 
описываемая перемюннымь радусомз 5), равна площади, которую опи- 
сало бы в5 то же самое время тъло, равномюрно обращающееся около: 
центра 5 по крум/, ково фрадусь фавень половинь параметра кри- 
вой РЕБ. и 

Вообрази, что тфло С (ф. 76 и 77) въ течеше весьма малаго промежутка 
времени прошло при своемъ падеши весьма малый путь Сс и въ то же 
самое время другое тфло К, обращающееся равном$рно около центра 5 по. 
кругу ОКЁ, описало дугу КЁ. Возставь перпендикуляры СР, с@, перес- 
кающе кривую ДЕЗ въ ЛД и а, соедини 5), 56а, 5К, бк и проведи Па, 
перес$кающую ‘ось АХ въ точкф ХТ, и опусти на нее перпендикуляръ 5У. 

Случай 1. Когда описываеман кривая РЕБ есть кругъ или равнобоч- 
ная гипербола, то, раздфливъ ея ось Аб точкою О пополамъ, получимъ 
длину 50, равную полупараметру. 

Такъ какъ: 

КО ЗИ ОбЯЗУИ 
и 
Е — ОО: 5, 
то будетъ: 
ПО = ОР С. би. Ра. 


По предложеню ХХХШ сл. 1 
70.18 = 40:40, 


предполагая при этомъ, что берется пред$льное отношене, когда точки Д 
и 4 совпадаютъ. Сл$довательно, 


ОВ: ОЛА Сао. @ 


Но въ точк$ С отношен!е скорости падающаго тЪла къ скорости т$ла, 
описывающато около центра ® кругъь радуса ЭС равно У АС:УАО. или 
что тоже /АО:У 5К ((ХХХШ). Скорость тфла, описывающаго кругъ. 
радуса $С, относится къ скорости тфла, описывающато кругъ радуса 5К, 
какъ У ЗК :У ВО (ТУ, 6). Слфдовательно, скорость падающаго тфла отно- 


сится къ скорости движешя по кругу ОКА, какъ У АС:У 50(, но. это: 
отношене есть вмЪстБ съ тёмъ отношеше отрфзочка Ос къ весьма малой 
дуг КА, итакъ: 


бе К-У Аб: У 56-4: СФ, 


Е, — 


елЪдовательно, 
| (ве. ОР= АС: КЁ 
и въ сл5детви пропорщя @) 
АС: ЭК = АС. КК: БУ. Па, 
отсюда 
9, АВ ЗУ Л 
слЪдовательно, и 
-- 8К. КЕ 1 БУ. ра, 


т.-е. площадка Аб = площадкЪ 5 Да. 

Такимъ образомъ въ отдфльные безконечно малые промежутки вре- 
мени описываются такя безконечно малыя плошадки, что при уменьшеня 
ихъ величины и возрастания числа, предфлъь ихъ отношен!я равенъ еди- 
ницф, поэтому (л. ТУ, сл6д.) и полныя площади, совмфстно образуемыя, 
равны. 


Случай 2. Въ томъ случаЪ, когда кривая РЕЗ (фиг. 78) о 
получится какъ и выше: 


ОР: боли ва — ол: Ь 
откуда 
1 па оо 
-2 СР. бе = р) к Ва 


Но скорость падающаго тфла въ точкЪ С равна скорости равном$р- 
. . 1 : я 
наго движеня по кругу радуса —-5С (ХХХГУ), отношене же этой по- 


сл$дней къ скорости движен!я по кругу радтуса К, т.-е. отношене отр%- 
зочка Сс къ дуг КК (ТУ, 6) равно отношен!ю 


УК: а Зб-5К: 5 05, 
велЪдетв!е чего 
> 8К.Кь=-- ОР. бе = „БУ. Ба, 


т.-е. какъь и выше площадь К ОА = площади 5 Да. 


Предложене ХХХ\!. Задача ХХУ. 


Опребълить время падешя тльла изь заданной точки А. 

На даметрЪ. 45 (фиг. 79), представляющемъ начальное разстояне 
тЪла, опиши точкою 5 какъ центромъ, полукругь 405 и другой полу- 
кругъ ему равный. Изъ м%ста тфла С въ разсматриваемый моментъ возставь 
ординату СО, соедини 5Д и построй секторъ ОБК, коего площадь была бы 
равна площади А5Р. Изъ пред. ХХХУ сл$дуетъ, что при падени тЪло 


— 152 — 


опишетъ пространство АО въ то же самое время, въ какое другое тло, 
равном$рно вращающееся около центра ©, можеть описать дугу ОК. 


Предложене ХХХУИ. Задача ХХМ. 


Опредълиль время восходящалю или нисходящалю движеная  тльла, 


брошеннало изъ заданнало мъста вверхь или’ вниз. 
Пусть тфло выходить изъ заданнаго мЪста С (фиг. 80) по направле- 
ню @5 съ какою-либо заданною скоростью. 


х . 1 у ® 
Возьми длину СА въ отношеши къ — 45, равномъ отношеню ква- 


драта данной скорости къ квадрату такой постоянной скорости, съ кото- 
рою тфло могло бы обращаться по кругу даннаго раруса (9. Если это 
отношене равно 9, то точка А безконечно удалена, и надо строить пара- 
болу съ вершиною 5, осью С и произвольнымъ параметромъ. Это сл- 
дуетъ изъ пр. ХХХГУ. Если это отношен!е меньше 2, надо строить на 
оси ЗА кругь, если больше 2, то равнобочную гиперболу (ХХХГШ. За- 
тфмъ изъ центра 5 радусомъ, равнымъ половинф параметра, описывается 
кругъ НЁК и изъ начальнаго мфста Я движущагося тфла, и изъ любого 
- другого его мета С возставляются перпендикуляры (7, СО, перес$кающие 
коническое сфчене или кругь въ точкахъ „Л и 0. Соединивъ ©, БО, по- 
строй секторы НК, Н5Ё соотвЪтетвенно равные площадямъ сегмен- 
товъ ЗЕ-]5 и 5ЕОБ, по пр. ХХХУ тло описываетъ путь СС въ то же 
самое время, какъ тфло К дугу ЕЛ. 


Предложене ХХХУШ. Теорема ХИ. 


„Предпололая, что’ центростремительная сила пропорщональна раз- 
стояню моста 90 центра, я утверждаю, что для падающею тьла 
времена, скорости и пройденныя пространства соотвътственно пропор- 


зпональны дум, иль синуеамз и синусамз верзусамо. 

Пусть т6ло падаетъ изъ какого-либо мета А (фиг. 81) по прямой АХ. 
Изъ центра силъ 5, радусомъ 45 описывается четверть круга АЙ, пусть Ор 
есть синусъ какой-либо дуги А), то тБло А въ продолжене времени АР 
при своемъ падеи пройдетъ пространство АС и въ точк$ С будеть обла- 
дать скоростью СД. 

Это предложене доказывается ‚на основав предложения Х тёмъ же 
способомъ, какимъ пр. ХХХИ доказано исходя изъ пред. ХГ. 

` Ольдетве 1. Отеюда видно, что времена, въ продолжен!е которыхъ 

одно тфло падая изъ точки А достигаеть центра 5, другое же равномфрно 
обращаясь по кругу, описываетъ его четверть АДЕ, между собою равны. 

Ольдстве 2. Поэтому времена паден!я любого тла изъ любого мЪста 
на тоть же центръ равны между собою, ибо времена обращения (ТУ, 3) равны. 


5 — 


Предложене ХХХИХ. Задача ХХУИ. 


Предпололая центростремительную силу какою улюдно и допуская 
квадратуру кривыхз, требуется опредълить какз скорость движущиалося 
прямо кз центру или отз центра ттъьла вз любой точкь, такз и время, 


в5 течеше которало оно приходить в5 какое-либо мъсто и обратно. 

Изъ какой-либо заданной точки А прямой АДРЕС падаеть тфло Е. 
Изъ всякой точки Е его пути возставляется перпендикуляръ ЕС (фиг. 82), 
по коему откладывается длина ИС пропорщональная величин% центростре- 
мительной силы, дЪйствующей въ этой точкЪ Ё и направленной къ центру С, 
пусть кривая БЕС проходитъ черезъ мЪ$ста точекъ @, причемъ въ началЪ 
движеншя ЕС совпадаеть съ перпендикуляромъ АВ, тогда скорость въ 
какой-угодно точкЪ Ё будетъ пропоршюональна сторон квадрата равном$р- 
наго съ криволинейною площадью АВСЁЕ. 

Беря на прямой ЕС длину ЕМ обратно пропоршональную сторон® 
сказаннаго квадрата строится кривая, на, которой постоянно лежитъ точка М. 
Эта кривая будетъ имфть прямую АВ своею ассимптотою. Время въ те- 
чени ‘котораго падающее тЪфло проходитъ путь АЕ будетъ пропорщюнально 
площади АВТУМЕ. 

Въ самомъ дЪлЪ, возьмемъ на прямой АЁ какую-нибудь весьма ма- 
лую длину ОЕ постоянной величины, и пусть ОГ.Ё есть положеше пря- 
мой ЕМС, когда тЪло проходитъ черезъ 0; если центростремительная сила 
такова, что сторона квадрата равномфрнаго площади АВЕ пропорщональна 
скорости падающаго тфла, то сама эта площадь будетъ пропорцюнальна 
квадрату скорости, т.-е. если скорость въ точкахъ РД.и Е обозначить со- 
отвфтственно черезъ И и 7-7, то площадь АВЕ будетъ пропорщюональна 
7?, площадь же АВСЕ будетъ пропоршональна Г? -| 2.7/--./*, и, ел$до- 
валельно, разность этихъ площадей ОЕСЕ пропорщюональна 2И.7-Е * и 


@ 2 * 

длина И пропоршональна . т.е. разсматривая предфльныя 
27.7 
отношетя зарождающихся количествъ--длина ОЕ пропорщюональна Е 
У.4 — 

а значить и половинЪ этой величины, т.-е. ТЕ. Но время въ течене 


котораго тёло при своемъ падени описываеть отрфзокъ РЕ прямо про- 
порщонально его длинф и обратно прпоршонально скорости, вм$ет$ съ т5мъ 
сила прямо пропорщональна приращен!ю скорости -/ и обратно пропорщо- 
нальна времени, т.-е. если брать лишь предфльныя отношеня зарождаю- 


щихся количествъ, то сила пропоршональна -7. — т.е. длинЪ ОЕ. Слф- 


довательно, сила пропорщональная длинф ОЕ или ОС заставляеть ‘тЪло 
падать со скоростью пропоршональной сторонЪ задрала равномфрнаго съ 
площадью АВСЕ: 
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ДалЪе, такъ какъ время, въ продолжен!е котораго описывается весьма 
малый отрфзочекъь РЕ постоянной длины, обратно пропоршюонально ско- 
рости, т.-е. обратно пропорщональнс сторонф квадрата равномфрнаго съ 
АВЕО, то пусть ОГ, а значить и зарождающаяся площадь ОЁГМЕ, 
обратно пропорщональна сказанной сторонЪ, тогда промежутокъ времени 
на описанте отрЪзочка ОЕ будетъ пропорцюналенъ площадк$ ОГМЕ, слЪ- 
довательно, сумма вс$хь такихъ промежутковт, т.-е. полное время паденя 
оть 4 до Е пропорщюнально 9") сумм всфхъ площадокъ, т.-е. полной пло- 
щади АТУМЕ (лем. ТУ). 

Олъдстве 1. Если Р есть то мЪето, изъ котораго т$ло должно начать 
падать, чтобы, находясь подъ дЪйств!емъ постоянной и извфстной центро- 
стремительной силы (за которую обыкновенно принимаютъ силу тяжести), 
ир1обрЪсть, придя въ точку Ш) скорость равную скорости въ той же точкЪ 
другого тфла падающаго какъ бы то ни было, надо взять по перендику- 
ляру ДЕ длину ОЕ такъ относящуюся къ ОЕ какъ сказанная постоян- 
ная сила относится къ перем$нной, дЪйствующей въ точкЪ О и дополнить 
прямоугольникъ РОАО; отрфзавъ площадь АВЕ равную площади этого 
прямоугольника и получимъ въ 4 то мЪфсто, изъ котораго тфло должно 
начать падать. Ибо если дополнить прямоугольникъь ОАХЁЕ, то такъ какъ 
площадь АБЕР относится къ площади ОЕСОЕ какъ Г? къ 2ИУ, т.-е. 


11” ь 
какъ ЕР къ +), т.-е. какъ половина полной скорости къея приращеню при 


падени тфла подъ дфйстнемъ перем$нной силы, такъ и площадь РОВД 
относится къ площади РАЗЕ какъ половина полной скорости къ прира- 
щен!ю ея при движени т$ла подъ дЪйствемъ постоянной силы. Но эти 
приращеня (по равенству весьма малыхъ промежутковъ времени въ про- 
должени коихъ они происходятъ), пропорцюнальны дфйствующимъ силамъ 
ихъ производящимъ, т.-е. ординатамь ДР и ДВ, слфдовательно, пропорцо- 
нальны' и безконечно-малымъ площадкамъь ОЕСЕ и ОВБЕ, поэтому и пол- 
ныя площади АБЕР и РОЕР будутъ относиться какъ половины полныхъ 
скоростей, и, слфдовательно, по равенству скоростей эти площади между 
собою равны. 


1) Это предложеве заключаеть законъ живыхъ силъ для прямолиней- 
наго движеня. Необходимо также обратить вниман!е на представлене ра- 
боты площадью даграммы, а также на выражене «сила пропорпюнальна 
7. г . 

- Е здЪеь «„ есть приращеше скорости въ продолжене безконечно малаго 
|7 

промежутка времени, ДЕ путь пройденный въ этотъ промежутокъ, т.-е. 

при теперешнихъ обозначеняхъ: 


ИТУ. ау. ау 
ом’ 


ай ВВ -=00 И 


т.-е. при Ньютоновой терминологи сила пропоршональна флюкаи скорости, 
но Ньютонъ нигдЪ не вводить понямя и термина «ускорене» въ тепереш- 
немъ его смыелЪ, а всегда разсматриваеть безконечно малое приращене 
скорости, которое часто называетъ асс@егайо. 


— 155 — 


Слъдетве 2. Если Тфло изъ какой-либо точки 1) бросается съ задан- 
ной скоростью вверхъ или внизъ и задается законъ центростремительной 
силы, то скорость этого тфла любой точк$ е опредфляется проведя ординату ед 
и взявъ эту скорость въ такомъ отношени къ скорости въ точкф Г въ 
какомъ сторона квадрата равномфрнаго съ площадью прямоугольника РОО, 
увеличенною или уменьшенною на площадь /).Нде, смотря по тому, мФетое 
ниже или выше 1), находится къ сторонЪ квадрата. равномфрнаго просто 
еъ прямоугольникомъ РОЁЕД. 

СОлтдетве 3. Соотвфтствующее время найдется проводя ординату ет 
обратно пропорщональную сторонф квадрата равномфрнаго съ площадью 
РОЕО — РЕбде, и беря искомое время, въ течен!е котораго тфло пройдетъ 
путь Де въ такомъ отношени ко времени паден!я другого тфла движуща- 
гося подъ дЪйстнемъ постоянной силы, изъ точки Р въ точку. 0, въ ка- 
комъ криволинейная площадь /)/Глие находится къ площади прямоуголь- 
ника 2РО. ОГ. 

Ибо время паден!я тфла подъ дЪйстыемъ постоянной силы изъ 
точки Р въ точку 7) такъ относится ко времени паденя изъ Р въ Е какъ 
ИРО :УРЕ, т.е. (при безконечно малой величин® отрфзочка РЕ) въ отно- 
шени РО къ РО РЕ или 2РОР кь 2РО-- ОЕ или взявъ раз- 
ностную пропорцию, увидимъ, что это время такъ относится ко времени 
описаня отрфзочка ОЕ какъ ЗРО относится къ ДЕ или какъ прямо- 
угольникь 2РО. ПГ, относится къ площади ОГМЕ. Вм®етЪ съ тЪмъ 
время, въ продолжен!е коего второе т$ло проходитъ путь Е, такъ относится 
ко времени, въ течеши коего подъ дфйствемъ перем$нной силы оно про- 
ходитъ путь е, какъ площадь ДГМЕ къ площади ОГлпе, слфдовательно, 
‘первое время относится ко второму какъ площадь ЭРО. РГ кь 11о- 
‘щади Ю.Глие. 


ОТДБЬЛЪ УШ. 


О нахожден!и орбитъ, по которымъ ОБОНиЩенотся тБла 
подъ дфйствемъ какихъ-угодно центростремитель- 
ныхЪъ силъ. 


Предложенше ХЕ. Теорема. ХИ. 


Если птиьло 100 бъиствемь какой-уюдно центростремительной 
силы движется какз бы то ни было, друюе же пчьло движется прямо- 
линейно, прямо ко центру или оть центра, и скорости обоих тлъль 
вв нкоторомь ить положении, въ которомь они равно удалены отв 
центра силз, равны, то эти скорости будуть равны и во всякиль 


бруиих5 положенбяхь обоихь тмьль, равно удаленныхь оть центра. 
Пусть одно тфло движется изъ точки А (фиг. 83) къ центру С по 
прямой лин!и, другое же изъ точки Г по какой-либо кривой ГУК. Опи- 
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шемъ изъ точки С’ произвольными радусами СР и СЁ два концентриче- 
скихъ круга ОУ и КЕ, пересфкающихъ прямую АО въ точкахъ Ри Е, 
кривую же въ точкахъ „./.и К. Проведемъ С-7 и. пусть М есть’ точка. пере- 
сЪченя С- къ ЕК, опустимъ изъ этой точки нормаль №Т: Положимъ 
теперь, что разность радлусовь СО и СЁ, т.-е. ЕР или УМ весьма мала и 
что скорости обоихъ тфль, когда одно изъ нихъ въ 1), другое въ -/ равны. 
Такъ какъь разстоян!е. СР = С.Т, то и центростремительныя силы въ точ- 
кахь Ди-/ равны. Представимъ эти силы равными отрзочками РЁ и „М. 
Силу -/М№ разложимъ (сл. 2 зак.) на дв МТ и “УТ. Сила МТ, дЪйствуя пер- 
пендикулярно пути УТК т$ла, не будетъ измфнять величины скорости 
тфла, а будеть лишь уклонять его отъ. прямолинейнаго пути и заставлять, 
непрерывно отступая отъ касательной къ орбитЪ, описывать криволинейный 
путь ТК. Вся эта сила и поглощается на производство этого дЪйствия. 
Вторая же сила „/Т, дЪйствующая по направлению движен!я тфла, будетъ 
цфликомъ ето ускорять и въ течене заданнаго, весьма малаго, промежутка 
времени произведетъ приращеше °?) скорости пропорщональное своей вели- 
чинЪ, поэтому приращене скорости т$лъ въ точкахъ 0) и / происходяпия 
въ продолжене равныхъ, весьма малыхъ, промежутковъ времени будутъ 
пропорпюнальны длинамъ ОЕ и УТ (при этомъ предполагается, что берутся 
лишь начальныя предфльныя отношения длинъ ПЕ, /М№, УК, УТ, МТ), 
при неравныхъ же промежуткахъ времени приращен!я ‘скорости будутъ 
пропорцюональны этимъ длинамъ и самымъ промежуткамъ времени. Но про- 
межутки времени, въ продолжене которыхъ проходятся пути ОЕ и УК 
по равенству скоростей пропорщональны пройденнымъ путямъ ДЕ и “К, 
слЪдовательно прирашеня скорости при пробфг$ тфломъ длинь ОЕи «К, 
относятся между собою какъ произведемя ПЁЕ?:УТ.-УК. Произведе- 
не же ЛТ..ЛК = /№? = П)Е?, слфдовательно, происходяпия при переход® 
тёлъь отъь 0) до’. и оть Е до К приращен!я скорости равны, значитъ и 
скорости въ точкахъ ЕЁ и К будуть равны. Разсуждая такимъ же обра- 
зомъ, убфдимся, что эти скорости окажутся равными и для всЪфхь послф- 
дующихь положен!й тЪлъ, равноотстоящихъ оть центра. 

Совершенно также т$ла, обладающая равными скоростями и дви- 
жупяся оть центра, будуть при равныхъ разстояняхъ одинаково за- 
медляться и скорости ихъ будуть оставаться равными. 

Слъдетве 1. Поэтому, если одно т$ло качается, будучи подв$шено на 
нити или же вынуждается какимъ-нибудь совершенно гладкимъ и скольз- 
кимъ препятстыемъ двигаться по кривой ливи, другое же тфло движется 
свободно, приближаясь или удаляясь отъ центра по прямой лини, и ско- 
рости обоихъ тлъ въ какомъ-либо одинаковомъ разстояи ихъ отъ центра 


?) Въ текстЪ «Началь» вездф приращешя скорости называются 
«ускоренями» — ассеегайо, но чтобы точно передать смыслъ, пришлось 
СЛОВО «ускорен!е», какь имфющее теперь совершенно иное значен!е, замЪ- 
нить современнымъ терминомъ «приращен!е скорости». 


= В — 


равны, то эти’ скорости‘ останутся между собою равными: и на любыхъ 
равныхъ разстояняхъ. Ибо наляжен!е нити или упоръ абсолютно скольз- 
като препятствйя оказываютъ то же самое дЪйстые, какъ и поперечная 
слатающая сила №1-—т%ло отъ этого дЪйствя не ускоряется и не замед- 
ляется, а лишь побуждается уклоняться отъ прямолинейнаго пути. 

СОлъдетве' 2. Пусть Р есть наибольшее разстояте отъ центра, на 
которое можетъ удаляться качающееся или обращающееся по какой-либо 
траектор1и т$ло, если бы его. въ какой-либо. ея точк подбросить прямо 
оть центра съ тою ‘скоростью, которою оно въ этой точкЪ. обладаетъ, 
пусть 4 есть разетоян1е какой-либо другой. точки. орбиты, и пусть центро- 
стремительная сила пропорцональна какой-либо степени: .4”_\, коей пока- 
затель ®—1 есть любое число я, уменьшенное на`1, то при всякомъ раз- 
стоянии А скорость тфла будетъ пропоршональна УР" — А”, ибо скорость 
прямолинейнаго движен!я къ центру или отъ центра пропоршональна этой 
величин$, какъ показано въ предложеши ХХХИХ °3). 


Предложене ХМ. Задача ХХУ. 


Предполалая центростремительную силу какою-уюдно и допуская 
квадратуру кривылз, требуется найти какз траекторю, по которой 
будет» двилаться тьло, так и закон“ ею движешя по найденной 
траектории. 

Пусть какая-либо сила папровтона къ центру С (фиг. 84) и требуется 
найти траекторю ГУК. 

Точкою С какъ пентромъ и начальнымъ ми СТ описывается 
кругь ВГ, т5мъ же центромъ и двумя какими-либо произвольными ралу- 
сами /) и КЕ описываются круги, перес$кающе траектор!ю въ точкахъ 


' 


3) Въ этой теоремЪ законъ живыхъ силъ распространенъ на любое 
движен1е подъ дЪйстыемъ центральной силы, и въ сл$детаи 2-омъ дается 
и алгебраическое выражене этого закона для случая притяжен!я пропор- 
щональнаго (и — 1)°й степени разстояня, причемъ и можетъ быть какое- 
одно. Въ самомъ дфлЪ, при современныхъ обозначеняхъ, имфемъ 


тдЪ й произвольная постоянная. Ньютонъ ее опредфляетъ изъ условя, что 
при разстояи т ==, скорость © =.0, значитъ будеть 


2 
2 ее т. ТЕК и 


2% 
или дфлая принятыя въ текстф обозначен!я *, =Р, г=.А, и, замЪчая, 
ис 


2 Е \ 
что и! есть постоянный коэффишентъ, получимъ, что скорость © 


пропоршональна ИР” — А". 


и 


Ли К, прямую же СУТ въ точкахъ Ди Е. Проведи прямую С№.Х, пере- 
сфкающую круги КЕ, ТЬ, въ М и Х, а также прямую СКУ, пересЪкаю- 
шую кругъ ВТ въ У. Пусть точки -Г и К весьма близки другъ къ другу 
и пуеть тБло переходить изъ Г черезъ „/ и К въ. Возьмемъ точку 4 такъ, 
что если тфло начало бы изъ нея падать къ центру, то придя въ Л, оно 
обладало бы такою же скоростью, какою обладаетъь движущееся по орбит 
тзло въ . Сохраняя обозначеня предл. ХХХ[Х, получимъ, что отрзо- 
чекъ /А, проходимый въ продолжеше постояннаго, весьма малаго, про- 
межутка времени пропоршоналенъ скорости, а, сл$довательно, сторонЪ.. 
квадрата, равномЁрнаго съ площадью АВЕО. Площадь треугольника /СК 
пропорщюональна тому же промежутку времени, сл$довательно КМ обратно 
пропоршально разстоянно С-7, т.-е. если взять какую-либо постоянную 
величину О и обозначить длину СУ черезъ А, то КМ будетъ пропорцо- 


нально г Обозначимъ это количество черезъ йи положимъ, что вели- 


чина © выбрана такъ, что при какомъ-нибудь одномъ положени. тЪла, 
УАВЕО : =УК: КМ 
то и при всякомъ его положении будетъ 


УАВЕР ИК: КМ 


и, значить 
АВЕ ТА: КМ? 
отсюда 
(АВЕр— 7?) : 22 = 7№*: К№ 
слфдовательно, 


УАВЕР — 22:7 =АМ: КМ 
и, такъ какъ 


и.о 
2-9, 


то будетъ: 
и АЙ 
УИАВЕГ- 7? 
Но такъ какъ 
И А о АВ 


то , 
АУ АВЕР— 7 
СлЪдовательно, если по перпендикуляру ДЕ откладывать длины 
ОБ и 1), соотвЪтетвенно равныя 


9 
З2УАВЕР— 7? 
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} ве. 
2А'/И АВЕР— 7* 


и провести кривая аб и ас, на которыхъ постоянно лежатъ точки 6 и с, 
зат5мъ изъ точки ТУ возставить къ прямой АС перпендикуляръ Га, огра- 
ничиваюний криволинейныя площади ГУОфа, ГП)са и НЫЕ ординаты 
Ег и Ех, то такъ какъ 


ТЬ. ЛМ -— Бег Е 3. А. КМ— КО 
Ге . ТМ= РехЕ — >. ИО АОИ 


т.е. что безконечно малыя приращен!я площадей Уфа и Т-С, а именно 
062Е и УСК, и приращеня площадей Г7Гса и ТСХ, а именно ДехЕ и 
ХОУ соотвфтственно равны, то и самыя эти площади равны, т.-е. будетъ 


Ур — ЛО и ТБва=УтСХ 


а такъ какъ площадь ГУС пропорп1ональна времени, то и ИГЛБа будетъ 
пропоршональна времени. СлЪфдовательно, если задать время, протекшее 
послф прохождетя тфла черезъ точку Г, то будетъ извЪфстна и пропорцю- 
нальная ему площадь /ОФа, слфдовательно найдется разстояе ОСД или О.Г 
тфла до центра, а также и площадь ГГса или равный ей секторъ СХ, 
или, что тоже, соотв$тствуюний ему уголъ ИСУ. Когда же извЪфетны уголъ 
ТСУ и разстояве С-Т, то извфетно и мЪсто Л, въ которомъ т$ло находится 
въ разсматриваемый моментъ времени 3“). 

Сльдстве 1. На основании вышеизложеннаго можно находить весьма, 
просто наибольпия и наименьния удалевя т$ла отъ центра, т.-е. вершины 
(апсиды) его орбиты. Въ самомъ дфлЪ вершины суть тЪ точки, въ кото- 
рыхъ проходящая черезъ центръ прямая нормальна къ траектори ГУК, 


3%) Въ этой задачЪ дается обиий способъ опредёлен1я движевя тЪла 
подъ дфистыемъ центральной силы, причемъ этотъ епособъ лишь съ внш- 
‚ ней стороны и обозначен1ями отличается отъ теперешняго. 

Въ самомъ дЪлЪ, будемъ пользоваться обычными теперь ны 
пусть О = и уголь ГСУ ==0, начальное разстояне СУ =, и началь- 
ная скорость ®,, притягательная сила ”/(г), тогда по закону живыхъ 
силъ будеть 


ий? о ИМ 


Ньютонъ беретъ разстояне СА = а такъ, чтобы было 


7 


9 =. / Е(и)аг 


—_ 200 


а это будетъ тамъ, гдф прямыя /К и УМ между собою равны, слФдова- 
тельно, тамъ, гд$ площадь АВЕО равна #2. 

`  Слмьдетве 2. Легко находится также и уголь КМ, подъ которымъ 
траектор1я перес$кается, въ любомъ м$фстф, съ прямою’-/С, по извфетному 
разстояню С, стоить только взять синусъ этого угла, равнымъ отношен!ю 


и поэтому будетъ 
х 
м 5 а а в 0) 


т.-е. 92 пропорщюнально площади АВЕО. 
Съ другой стороны по закону плошадей будетъ 


о о 
ИЛИ ‚ 

78 — ©. @ а 
но. величина 749 = КМ№.и, слфдовательно, равенство те. при нашихъ 


обозначеняхъ равносильно равенству 


‘48 с 


= 2 


При теперешнихъ обозначеняхъь пишутъ 
Фа == ат? - 7240? = «(га 
и исключая @{ на основан! равенства (3), выражающаго законъ площа- 


дей, получаютъ: 
а = [5 —-= 46? 


ты 
откуда 
с ат 
ти ео: 
ся 
и затфмъ 
240 — сай р 
«(") — 
т.-е 
не ве (5) 
У -®-=“ 
Равенство (4) и написано у Ньютона такъ: 
а ЛИ (6) 
4?У АВЕР— 7? 


Въ самомъ дЪлЪ: 


НО — 


КМ къ УК, т.-е. отношеню къ сторон квадрата равномЪфрнато съ пло- 
щадью АБЕР. 

Слюдетве 3. Если принявъ точку С (фиг. 85) за центръ и точку Г 
за главную вершину, описать какое-либо коническое сфчеше ГА и въ 
какой-либо его точкЪ А провести къ нему касательную, перес$кающую 
продолжен!е оси въ точкЪ Ти, соединивъ СЁ, провести прямую СР такьъ, 
чтобы было ОР = СТ, и чтобы уголъ ГСР былъ пропоршюналенъ сектору 
ГОЕВ, то если къ центру направлена сила обратно пропоршональная кубу 
разстояв1й и тЪло выходить изъ точки Т со скоростью, направленной 
по прямой перпендикулярной СУ, то это тЪло будетъ двигаться по траек- 
тори ГРО, представляющей геометрическое м$сто точекъ Р. Поэтому, если 
коническое сФчене гипербола, то т$ло приближается къ центру, если эл- 
липсъ, то удаляется и уходитъ въ безконечность. Наоборотъ, если тЪло 
выходитъ изъ точки Г съ какою бы то ни было скоростью, то, сообразно 
тому, начинаетъь ли оно наискосокъ удаляться отъ центра или прибли- 
жаться къ центру, фигура ГАБ будеть или эллипеъ или гипербола, 
ий траектор1я можеть быть найдена, увеличивая или уменьшая уголъ ИСР 
въ н$которомъ заданномъ отношени. Шри измфнени силы изъ центро- 
стремительной въ цевтробЪжную, тфло будетъ косвенно удаляться отъ 
центра по траектори ГРО, которая получится, беря уголъ ИСР пропор- 
понально эллиптическому сектору ГВС, длину же СР, равною длинф СТ 
какъ и раньше. Все это слфдуетъь изъ предыдущаго предложеня и можеть 
быть найдено при помощи квадратуры н$Ъкоторой кривой, которую въ виду 
достаточной ея легкости я для краткоети опускаю °5). 


ХУ—= ХО. 8, ЛМ=а, 9=е, ==2 


г 
АВЕЛ = вы? [| ОО 
у а 


ясно, что формулы (4) и (6) отличаются лишь обозначенями. 
Вм$ето формулы (5) Ньютонъ беретъ формулу 


ПИ 1 саг 
2:2 са СТМ. — ы с =. . . е Т 
5 ав = 5 с в (7) 


и с 

2 и (г) == а 
выражающую пропорщюнальность площади сектора ГС времени. Понятно, 
что знаки интеграловъ у Ньютона замфнены площадями соотв$тствующихь 


кривыхъ. 
35) Такъ какъ въ этомъ случа будетъ 


сообразно тому, притягательная или отталкивательная сила, то квадратуры . 
упоминаемыя въ этомъ слёдстви, выражаемыя формулами (4) и (5) прим. 94, 
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ЕО = 


Предложене ХЕТ. Задача ХХХ. 


При заданномь закон центростремительной силы, требуется опре- 
дълилть двиэкене тьла, выходящало изз заданнало мъста с; заданною 


по величинь и натравлению скоростью. 

Сохраняя все такъ, какь въ предыдущихъ трехь предложеняхъ, по- 
ложимъ, что тфлс выходить изъ заданнаго мфста -/ (фиг. 86), по направ- 
леншю отр6зочка УК съ такою скоростью, которую другое т$ло падая подъ 
дЪйстыемъ постоянной центростремительной силы изъ точки Р, пр1обр$ло бы 
придя въ Г), и пусть эта постоянная сила такъ относится къ сил дЪИ- 
ствующей на первое т$ло въ точк$ 7, какь ОЕ къ ДЕ. Пусть т5ло пришло 


легко выполняются. Необходимо при этомъ замфтить, что въ таблиц фор- 
мулъ, приложенныхь къ сочиненю Ньютона «Ое диа@гахага сигуагит» 
находятся вс$ типичные интегралы простфйшихъ алгебраическихь функшй, 
выражающеся въ конечномъ видф, и показаны способы разложевйя въ 
рады для не выражающихся въ конечномъ видЪ. 

Движене тфла надъ дЪйстыемъ силы, обратно пропорщональной кубу 
разстояня подробно изелфдовано Котесомъ въ его «Нагтота Мепзигагит». 

Но чтобы получить эти результаты проще, можно воспользоваться 


формулою 
2 4? к , 
т г ) 


приведенной въ прим. 42. 
Полагая Ро и обозначая коеффищентъ притяженя черезъ |? бу- 


демъ имЪфгь уравнене 
626 | 620" —= 25 


иначе 
г’ с — в 
а -9=06 
откуда сл5дуетъь 
(1) в > 0: с05т8 | С,$0 если с* — и? >0и в — в" = 20° 


(2) == — ое" — бе" если с — в? 0 ив? — 6* = 45", 


причемъ постоянныя произвольныя опредфляются по начальнымъ условямъ, 
въ подробное разсмотрфЕе чего входить не будемъ. 

Нетрудно видЪфть, что траектор1я, указываемая въ текст, относится 
къ этимъ типамъ. Въ самомъ дЪлЪ, для случая эллинеа вообразимъ, что 
изъ центра С’ радусомъ СУ описанъ кругъ и пусть точкё А эллипса на 
этомъ круг соотвЪтствуетъ точка В,, тогда площади эллиптическаго и 
кругового секторовъ ТОВ и ТСЁВ, будутъ находиться въ постоянномъ от- 
ношени, значить и уголь Г7ОР=0 будетъ находиться въ постоянномъ 


в - 


зъ точку К. Точкою С какъ центромъ и радусомъ СЁ, опишемъ кругъ ке, 
пересфкаюций прямую РР въ е и проведемъ ординаты ед, ез, её кривыхъ 
ВЕу, абъ, аси. По заданнымъ прямоугольнику РОВО и закону центро- 
стремительной силы дЪйствующей на первое тфло найдется кривая ВЕд, 
по построеню задачи ХХУП и по ея слфдетышю 1. Затмъ, по заданному 
углу С-7ТК будетъ извфстно начальное отношен!е безконечно малыхъ /К 
и КМ, слфдовательно, по построен1ю задачи ХХУШ найдется количество О, 
а значить и кривыя аф и асш, слфдовательно, по истечени какого- 
либо заданнаго времени /)$%е, найдется какъ разстояе т$ла Се или ОХ, 
такъ и площадь сие, равная площади сектора ХСу, значить найдется и 
уголъ «СЁ, т.-е. и то мфсто Ё, въ которое тфло пришло °5). 

Во вефхъ этихь предложеняхъ предполатается, что центростремитель- 
ная сила измЪняется при удален!и отъ центра пло любому закону, какой 
кому угодно будетъ вообразить, но при одинаковыхъ отъ центра разетоя- 
шяхъ она должна быть вездЪ одна и та же 97). 


отношени къ углу ГСЁ, =; пусть будетъ ® =9. Очевидно, что подка- 
сательная О’ для круга и эллипса одна и та же: 


ое ОИ 


с05Ф ? 


полагая 
ба 


получаемъ уравнене траектори 


т — 
0370 ? 


заключающееся въ форм. (1) при 
О аи 6—0: 


'Гочно также для гиперболы увидимъ, что траектор!и, даваемыя по- 
‚строенемъ Ньютона, заключаются въ форм. (2). 

Траекторио форм. (1) Ньютонъ даетъ еще и въ сл. 6, предложешя ХУ, 
‘указывая и боле простое и очевидное построеше формулы 


а @ 
и ны) 
©0370 08% 


6) Въ этой теорем выясняется главнымъ образомъ какъ опредф- 
ляется величина |7, въ выражении притягательной силы и постоянная пло- 
щадей с, что необходимо для примфненя формулъ предыдущей задачи, чтобы 
отъ пропорщшй перейти къ уравнен!ямъ, въ которыхъ «коэффищенты про- 
порц1ональности» известны. 

37) Этою оговоркою устанавливается, что законъ живыхъ силъ при- 
м$нимъ лишь для силъ «центральныхъ», какъ ихъ называютъ теперь, 
т:-е. зависящихъ только отъ разстоянйя до центра. 


О 


404 


Однако, до сихъ поръ движеше т$лъ по неподвижнымъ орбитамъ раз- 
смотрЪно достаточно, остается еще немного кое-чего добавить о движени 
тЪлъ по орбитамъ, обращающимся оксло центра силъ. 


ОТДБЛЬ 1х. 


О движении тфлъ по подвижнымъ орбитамъ и 
о перемфщен1и апеидъ. 


Предложене ХЫИ. Задача ХХХ. 


“Гребуется заставить стъло двилатося по заданной вращающейся 
около центра силъ траектории одинаково с5 друимь тъломь движу- 


оцимся по такой же покоющейся траектории. 

Пусть по заданной неподвижной орбит$ ГРК (фиг. 87), обращается 
тфло Р, двигаясь отъь Г къ К. Изъ центра С проводится прямая Ср рав- 
ная СР, такъ, чтобы уголь ГОр ею составляемый съ прямою СТ быль 
постоянно пропоршюоналенъ углу ГСР, тогда площадь описываемая пря- 
мою Ср будетъ такъ относиться къ площади ГСР описываемой одновре- 
менно съ нею прямою СР, какъ угловая скорость описывающей прямой Ор 
къ скорости прямой СР, т.-е. какъ.уголъ ГСр къ углу ГОР, т.-е. будетъ 
въ постоянномъ отношен!и къ этой посл$дней, слфдовательно, площадь ГОр 
будетъ пропорцональна времени. 

Такимъ образомъ, площадь описываемая прямою Ср на неподвижной 
плоскости пропоршональна времени, слфдовательно, тфло при дфИстви 
надлежащей центростремительной силы, можетъ двигаться такъ, чтобы 
постоянно совпадать съ точкою р, описывая на неподвижной плоскости 
по вышеприведенному закону ту же кривую какъ и эта точка. 

Пусть уголь ГОи равенъ углу РОр и длина Си равна длин® СУ, 
тогда фигура Ор будетъ равна фигурЪ ГСР и т$5ло находящееся по- 
стоянно въ р будеть двигаться по вращающейся кривой Ср и опишеть 
на ней дугу ир въ то же самое время, въ какое другое т$ло Р описываетъ 
равную и подобную дугу на неподвижной кривой ГРК. 

Поэтому стоитъ только опредфлить (УТ, 5) центростремительную силу, 
подъ дЪйстыемъ которой, тфло могло бы описывать на неподвижной плос- 
кости ту кривую, которую описываеть на ней точка р и задача будетъ. 
рЪшена. 


Предложене ХНУ. Теорема ХМ. 


Разность силзъ, заставляющихь двииться одно тчьло по неподвиж- 
ной орбить, друюе по такой ‘же орбитъ но равномърно вращающейся. 


И 


обратно пропорийональна’ третьей степени разстоящя этилхь тъль 90 
центра. т 

Пусть части р и рк (фиг. 38а), вращающейся орбиты соотвзтственно 
подобны и равны частямъ ГР, РК орбиты неподвижной, причемъ раз- 
стояне РА точекъ Ри К предполагается весьма малымъ. Изъ точки { 
опускается на прямую рС перпендикуляръ /^ и продолжается до точки % 
такъ, чтобы было 


тит : т — < Ир: < ГОР. 


Такъ какъ постоянно разстояшя РО=рС и КС=ЁС, то и прира- 
щен!я длинъ РО и рС будутъ постоянно между собою равны, поэтому, если 
движене тфлъ Ри р разложить (сл. 9, зак.), на два изъ которыхъ одно 
направлено къ центру, т.-е. по прямымъ РО и рО, другое же къ этимъ 
ливямъ, соотвфтетвенно перпендикулярно, то перемёщен!я по направлению 
къ центру будутъ между собою равны, перпендикулярныя же перемщен!я 
будуть относиться другъ къ другу какъ угловыя перем$щен!я прямыхъ 
Ср и СР, т.-е. какъ углы ГУСр и ТСР, поэтому въ продолжеве того вре- 
мени, въ которое тфло вслфдстые обоихъ своихъ движенй переходить въ 
точку К, тБло р, сдЪлавъ равное перемфщене по направленю къ центру С, 
придетъь къ концу того же промежутка времени куда-нибудь на прямую 
тйг, проходящую черезъ № и перпендикулярную къ рС, велфдетые же по- 
перечнаго` перемфщен!я удалится отъ прямой рС на величину, которая 
такъ относится къ поперечному перем$щеню т#ла Р, какъ поперечныя 
скорости этихь тфлъ, а такъ какъ поперечное перем щен1е т$ла Г есть #х, 
то поперечное перемфщее их т$ла р опредфлится пропоршей 


лит: №" == < ИФ: < ПСР. 


Сл$довательно, по прошестви сказаннато промежутка времени т$ло р 
оказалось бы въ точкЪ т. Такъ оно бы и было если бы тфла Р ир дви- 
тались одинаково по прямымъ рС и РС, т.-е. находились бы подъ дЪй- 
стыемъ равныхъ силъ направленныхъ по этимъ прямымъ. Но если взять 
уголъ рСи такъ, чтобы было: 


< рп: < рОБ==< ТСбр: < ГОР 


я =тК, 


то въ точкВ и получится то истинное м$сто тфла р, куда оно на самомъ 
дфлЪ приходить. Отсюда видно, что если уголъ рСи больше угла рСК, т.е. 
когда орбита ирк вращается въ ту же сторону какъ и рад1усъ РС или въ 
сторону обратную, но со скоростью боле нежели въ два раза превосходя- 
щею скорость радуса СР, то тфло р находится подъ дЪйстНемъ силы 
большей нежели тЪло Р: и-подъ дЪйстыемъ силы меньшей нежели тфло Р, 


об 


когда орбита вращается въ сторону обратную со скоростью меньшею, не-. 
жели удвоенная скоресть радуса СР. Разность силъ пропоршональна тому: 
разстоян!ю иж между тёми мфетами тфла р, на которое оно въ продол- 
жене заданнаго промежутка времени перем$щается подъ дфйствыемъ силы. 
Центромъ С и радусомъ Оп или Ой описывается кругъ пересфкаюпий: 
продолженя прямыхъ 77” и ит въ точкахь $ и &, тогда будетъ: 


71т :; И == 18 : 1, 


слЪдовательно, 


т. т 
И 
Ил 


такъ какъ при постоянной величинз промежутка времени площади рСЁ и 
Сп также постоянны, то длины /^ и 77, а также и ихъ разность и сумма 
обратно пропорщюнальны разстояню рС, слФдовательно, произведеше ий. 775 


обратно пропорщюонально квадрату разстоян!я рС. Но ий пропорщюнально — 7$, 
тк. 113 х 
77% 
обратно пропорщональна кубу разетоян!я рО. ВеЪ эти отношенйя суть пре- 
дЪльныя, поэтому и пропорцюнальная величинЪ 77% разность силъ обратно 


пропорщюнальна кубу ) разстоявйя РО. 


т.-е. разстояншю рС, слфдовательно, величина, ‚ Т.-е. отр$вочекъ ие 


°з) Обозначая черезъ * безконечно-малый промежутокъ времени и че- 
резъ © ускореше той силы, отъ дЪйствыя которой происходитъ отклонене 
ип будемъ имЪть 
1 ь 
тт. т, 
пусть для площадей УСр и ТСР соотвфтетвуюция постоянныя суть с, ис 
и разстояе Ор =ОР==А, тогда будетъ 


ст 
Я — р 5 И; ИИС А. 
Зат$мъ: 
еа- с) с. —с 
т = А" и = и. и к а 
слЗдовательно, 
© 
Е Ч Е ИР <‘. 


Ньютонъ полагаетъ 
(28 
Е. МЕН . м р =. 
и п в =с. т 


на основан этого будеть 


Ч — Е ( 
не 


причемъ с есть постоянная площадей для неподвижной орбиты. 
2 . 
Величин® _ въ сл. 1 придается механическое толковане, именно,. 


Е — 


Ольдстве 1. Разность силъ въ точкахъ Ри р или въ точкахъ Кий 
такъ относится къ силЪ, подъ дЪйствнемъ которой тЪло могло бы обра- 
щаясь по кругу придти изъ В въ К вь то же самое время, въ которое 
двигаясь по неподвижной орбит оно описываетъ дугу РК, какъ безко- 
нечно малый отр$фзочекъ ии относится къ синусъ верзусу безконечно малой 
дуги ВК, т.-е. какъ 

тЁ . тз. те’. 
272 “208? 
т.е. въ предфлВ какь т. тв: гЁ.. 
СлЪфдовательно, если уголь 


ТОР: Ию — 8: С, 
то предыдущее отношен!е будетъ 
(1? — Е?) : Е". 


Поэтому, если изъ центра С'рад1усомъ СОР или Ор описать секторъ, равный 
площади ГОР, описываемой рад!усомъ СР, то разность силъ, дЪйствую- 
щихь на тфла Р ир и заставляющихъ первое изъ нихъ описывать не- 
подвижную орбиту, второе —подвижную, такъ относится къ такой центро- 
стремительной силф, подъ дЪйств1емъ которой любое изъ этихъ тфлъ, дви- 
таясь равномфрно по кругу, описывало бы его рад1усомъ въ одинаковое 
время секторъ, коего плошадь равна площади ИРО какъ (4 — Е»: Е*, 
ибо сказанный секторъ и плошадь рСЁ относятся другь къ другу какъ 
времена описанйя ихъ. 

Сльдстве 2. Если орбита ТРК есть эллипсъ, коего фокусъ С и даль- 
няя вершина У, и берется равный и подобный ему эллипеъ ирй такъ, чтобы 
было постоянно 

ФС = РС 
И 


< И: — СЕ О: 8 


_ разетояше же РО или рО обозначить черезь А и параметръ эллипса че- 


какъ такой силы подъ дЪйстнемъ которой тфло можетъ двигаться по кругу 
равномфрно причемъ постоянная площадей равна с; въ самомъ дфлЪ для 
такого кругового движен1я будетъ 


Фо =—- А . И @ == ТА, 
слфдовательно, 
с? 
4 = Е 
и значить 
< — Е? Е 
Хи ИИ (2) 


о — 
резъ 20, то сила, подъ ‘дфистыемъ ‘которой’ т$ло можетъ обращаться по 
подвижному эллипеу, будетъ пропорциональна количеству 


72Р 
А? 


а В 
+ (9—2). 


и наоборотъ 3). ДЪйствительно, если силу, подъ дЪйствемъ которой т$ло 


Е} 
А? 
2 
сила, дЪйствующая въ точкЪ$ Г будетъ — Сила же, подъ дЪйстнемъ 


обращается по неподвижному эллипсу. выразить количествомъ тогда 


которой тфло при разстоянш СУ могло бы двигаться по кругу съ такою же 
скоростью, какую иметь тфло, движущееся по эллинсу въ вершин® И, 
такъ относится къ силЪ, дЪйствующей въ этой вершинЪ, какъ полупара- 
метръ эллипса къ полуд1аметру СТ круга и, сл$довательно, составитъ 


р В ь то 779 
Е*._—., сила же, относящаяся къ ней какъ (С? — Е°?): Е? составить 
(7: ) 


ий . 
(С — Е) ст: НО эта послфдняя сила (по сл. 1). равна разности силъ, 


и въ точкз Г на тфло Р, движущееся по неподвижному 
эллипсу ГРК и на р, движущееся по подвижному эллипсу рр. 


Но такъ какъ при разстояни А эта разность относится къ таковой же 
Е 
2 
Е? : в 
приложится къ той силЪ 42 ПОДЪ дЪйстнемъ которой т$ло обращается 


т : 1 . . 
при разстояни СУТ какъ : =. То она составить ((? — #”) - - и 
СТ 


т. 


по-неподвижному эллипсу, такъ что полная сила; которая можетъ заставить 
тфло обращаться по подвижному эллипсу ирк въ такое же время, какъ пре- 
дыдущая по неподвижному составитъ: 


ЯВ т 
Е -- (в — №) - ди. 


33) Въ прим. 45 приведено выражене силы обратно пропорщюнальной 
квадрату разстоянй, подъ ты которой т$ло описываетъ коническое 
сфчеше 

# 1 се 1 
== ры 
г И: ОР” р А: 


ъз 


Но въ данномъ случаЪ полагается 


Р= И, 
значитъ будетъ 
| 
Е 7 
слфдовательно, 
тес 6? У (4? — — 
м и: д Не в= - |4 т ]. 


Это и есть формула ел. 2, ибо. т есть постоянная. 


— 169 — 


Сльдетвее 3. Такимъ же обраьомъ получится, что если неподвижная 
орбита ГРК есть эллинеъ, коего центръ (С'’совнадаетъ съ центромъ силь С, 
подвижная же орбита ирЁ равна и подобна, неподвижной и 2В есть пара- 
метръ этого эллипса, 27’ его большая ось и отношеше Гбр: УСР=С: Г. 
то силы, подъ дЪйстыемъ коихъ одно т$ло будетъь обращаться но’непо-. 


движному эллипеу, другое въ то же самое время по подвижному отно- 
сятся 15°) между собою какъ: 


ре: [> Е, Ва Е). == |. 


03 ОХ АЗ 


Олъдетве 4. Вообще если наибольшее удалеше. СУ т%ла обозначить 
черезъ 7, радусъ кривизны орбиты ГРА въ точкЪ Г обозначить черезъ № 
и центростремительную силу, подъ дЪйстемъ которой тЪло мотло бы опи- 
сывать какую-либо неподвижную траекторо положить для точки Г, рав- 


ной К. а, во всякомъ же другомъ мЪстф Р обозначить черезъ Х, раз- 
стояе СР обозначить черезь А и взять попрежнему С: И = ИСр : ГОР, 
то центростремительная сила, подъ дЪйствемъ которой т ло могло бы обра- 
шаться по той же траектори ир№, но равномфрно вращающейся, описывая 
ее въ одинаковое время, будеть выражаться 157) суммою 

К 


х-- (2—1). в... 


Слъдетте. 5. Когда движен!е тфла по какой-либо неподвижной орбит 


= 


19°) На основаши формулы (*) прим. (44) будемъ имЪть: 


слфдовательно, будетъ: 


42 — СА а ЗА 
ыы ее ета, те ЕЕ |. 


И При сд$ланныхъ обозначен!яхъ полагая скорость тбла вЪ точкЪ Г, 
равной ®, будемъ имЪть: 


г Е. 

я 4 
и 

ААУ, 
слфдовательно, будетъ: 
в 
и 
е— (6). ве К, 


а такъ какъ о, =, то и получится приведенная въ текстф формула. _ 


= 


задано, то можно увеличивать или уменьшать угловое его движен!е около 
центра силъ въ заданномъ отношении и находить новыя ненодвижныя 
орбиты, по которымъ т$Ъло будетъ обращаться подъ дфйствемъ новыхъ 
центростремительныхъ силъ. 

Сльдстйе 6. Если провести неограниченную прямую ТР (фиг. 88Ъ) 
перпендикулярно къ заданной по положеню прямой СТ и соединяя СР 
откладывать равную ей длину Ср, подъ угломъь ГСр къ прямой СТ, на- 
ходящимся къ углу ГСР въ постоянномъ отношенш, то сила, подъ дЪй- 
ствемъ которой тЪло р можетъ двигаться по этой кривой Гр будеть 
обратно пропоршональна кубу разстояня Ср, ибо тВло по прямой ГР мо- 
жетъ двигаться по инерши безъ дЪйстыя какой-либо силы. СлЪдовательно, 
когда приложенная сила, направленная къ центру обратно пропоршональна 
кубу разстоян1я СР или Ор, то по только-что доказанному прямолинейное 
движене обратится въ криволинейное по Ирк. Эта кривая ГрЁ одинакова 
съ тою ГРО, которая найдена выше (ХМ, 3) и по которой, какъ тамъ 
указано, тЪфло подъ дЪйстнемъ такого рода силы движется косвенно уда- 
ляясь отъ центра. 


Предложене ХЕУ. Задача ХХХИ. 


Требуется опредълить движенёе вершинь (атсидз) орбите весьма 


близки нь вруц. 

Эта задача ршается вычислетемтъ, распоряжаясь такъ, чтобы орбита, 
описываемая на неподвижной плоскости, движущимся по неподвижному 
эллипеу тфломъ приближалась по своему виду къ той, движен!е вершинъ 
которой ищется и опредБляя зат$мъ вершины этой описываемой на непо- 
движной плоскости орбиты. Орбиты же получаются одинаковаго вида, если 
при сравненйи центростремительныхъ силъ, подъ дЪйстыемъ которыхъ онЪ 
описываются, окажется, что эти силы при одинаковыхъ разстояняхъ между 
собою пропорщональны. 

Пусть точка Г есть дальняя вершина орбиты, обозначимъ. черезъ А 
разстояше СР или Ор, черезъ Г наибольшее разстояве СУ, черезъ Х раз- 
ность разстояй СТУ— СР. Сила, подъ дфйстйемъ которой тфло можетъ 
двигаться по вращающемуся около своего центра С эллипсу, выражается 
(ХЫУ, 2) такъ: 

72 
т 


ь = В АЕ? - В (6 — Е") 
(<? оз т = Аз . 
Подставляя въ числител6 Т— Х вмфсто А получимъ: 


ТЕ? — ХЕ*-- В(б*— Е?) * 
о 


Также и выражеше всякой другой центростремительной силы надо 
привести къ виду дроби, коей знаменатель былъ бы 3, поелЪ чего собравъ 


м 


подобные члены, положить, что числитель этой дроби и дроби (*) про- 
порщональны *°?). На примфрахъ дфло становится очевиднымъ. 
Примтръ 1. Положимъ, что центростремительная сила постоянная, 


3 


ь ‘А 
т.е. пропорщональная -„; или написавъ въ числитель 7Т—Х вмфело А 


78—37 Е ЗТХа+ Хз 
Аз з 


Собирая и сравнивая члены, содержание и несодержашще букву Х, 
имфемъ пропоршю 


18 (<? — Е) ТЕЗ. Т8—— 2Х.: [-3172Х 1 ЗТХ2--Х?] 
и о о 


такъ какъ орбита предполагается весьма близкой къ кругу, то въ предЪлЪ 
когда она сольется съ кругомъ, надо взять А = Ги Х безконечно малымъ 
и предфльныя отношен1я будутъ: 


Ва? : Тз —= — Е; — 31° 
или 


10?) Это м$сто высказано столь кратко, что для правильнаго его по- 
ниман!я надо сперва прочесть указанные прим$ры и тогда обнаружится, 
что предлагаемое правило можво высказать подробнфе такъ: для орбиты, 
весьма близкой къ кругу, описываемой подъ дфйствемъ заданной центро- 
стремительной силы, надо представить выражене, показывающее зависи- 
мость этой силы отъ разстояя А въ видф дроби, знаменатель которой .4°. 
Въ числителв полученной дроби написать '— Х вмЪфето А и разложить 
его въ рядъ по степенямъ буквы Х. Пусть полученное разложеше будетъ 


М МХ--РХ?- ... 
или что то же 
И+ЁХ(МЬ--РХ- ...) 
Услов!е пропоршональности этой дроби и дроби (*) будетъ: 
[В (62 — Е) ТЕ*]: М=— Е?: (М--РХ-- ...) 


Такъ какъ орбита весьма близка къ кругу, то въ предёль будетъ 
Т=Ви Х==0; обозначая черезь М, и №, величины, въ которыя обра- 
тятся М и М, когда будетъ въ нихъ положено Г= В, получимъ 


В? М. =— Е? : М.. 
Откуда и найдется искомое отношене 


а Мы 


и в. 


РЕ: 
И значить 
ОИ - У: ГОРУ. 


Такъ какъ тфло при движен!и по неподвижному эллипеу при переходВ 
оть дальней до ближней вершины описываетъ утоль ГОР (если можно такъ 
выразиться). въ 180°, то другое тфло, движущееся по. подвижному эллипсу, 
а значитъ и по той неподвижной орбитЪ, о которой идетъ рЪчь, при НЯ 


‚_ 


Это происходитъ отъ подобя орбиты, описываемой тЪфломъ подъ дЪйстемъ 
постоянной центростремительной силы и орбиты, которую описываетъ тфло 
на неподвижной плоскости, совершая обороты по вращающемуся эллипсу. 
При помощи вышеуказаннаго приведен!я членовъ подобе орбитъ достигается 
не вообще, а лишь въ томъ случаЪ, когда онф обЪ весьма близки къ кругу. 
Итакъ, тфло, обращающееся подъ дфйстыемъ постоянной центростреми- 


тельной силы по орбит$ весьма близкой къ кругу, будеть описывать между 


дальнею и ближнею вершиною уголъ при центр въ о, 


3 
т.-е. при переходЪ тфла изъ дальней вершины въ и, радусъ, про- 
веденный къ т%лу, описываетъ этотъ уголъ, затЪмъ при переходВ отъ 
ближней вершины до дальней опять описывается этотъ уголъ и т. д. до 
безконечности. 


Примтрь 3. Положимъ, что центростремительная сила пропорщональна 


ход отъ дальней до ближней вершины опишетъ уголь ИСр равный " 


какой-либо (и — 3)°й степени разстояя А, т.-е. А”-3 или =. 
казатели % и — 3 могутъ быть кавя угодно числа 15°) положительныя, 
отрицательныя цфлыя или дробныя, ращональныя или иррашональныя. 
При разложени числителя дроби А” или (1'— Х)" по нашему ряду по- 


лучимъ: 


причемъ по- 


(Т-— ХА "1. Х а и ть 
При сличени этихъ членовъ съ членами числителя дроби (*): 


В(6? — Е?) + ТЕ? — ЕзХ 


103) Обобщене понямя о степени и ея показателБ на кавя угодно 
числа принадлежитъь Ньютону. Слфдуетъ также обратить вниман!е на то, 
что разложене ‘величины (7'— Х)"” по формул «бинома», которую онъ 
называетъ «нашъ рядъ», пишется для всяколо показателя п. Указанйя ка- 
кимъ образомъ тавя разложеня производить находятся въ сочиненш Нью- 
тона: «Апа1уз!5 рег аедиаНопез питего фегиипогит 1ЙпНаз», которое было 
сообщено въ рукописи Барроу въ 1669 году, но не было издано до 1711 года. 
Это есть одинъ изъ примфровъ, гдз Ньютонъ пользуется въ своихь «На- 
чалахъ» математическими методами ему „ИЗБФОТНЫМИ, но не опублико- 
ванными. 


получимъ: 
2 я й лэ- гру 2 т 2— гр о 
(С? — РЗ) -Е ТЕ]; Т*=— Е: [ и", Ти, Хх р 

переходя къ предЪфлу когда орбиты круговыя будемъ имЪть: 

ЕЯ ЗЫ 
или 

(бер УЕ уд у 
Откуда слфдуетъ 

А.Т ЗЯ 
и значить: 
Я: Е— УС : ТОРУ: 
Такь какъ при движеви по эллипеу уголь ГОР, описываемый при 

переходЪ отъ дальней вершины до ближней, составляетъ 180°, то уголъ Ср 


между апсидами орбиты, весьма близкой къ кругу описываемой подъ дЪй- 
ствемъ центростремительной: силы, пропоршональной степени” — 3 раз- 


г 190° 
стоятя, т.-е. А”-3 составить —— 
7% 


изъ ближней вершины опять въ дальнюю и т. д. до безконечности. Та- 
кимъ образомъ если центростремительная сила пропорщональна первой 


. По повтореви этого угла т$ло перейдетъ 


В А В 
степени разстоявя, т.-е. 4 или 3» 0 п=4 и ИУ"=? и уголь между 


вершинами равенъ 90°, такъ что тБло, совершивъ четверть оборота, придетъ 
изъ дальней вершины въ ближнюю, по совершени еще одной четверти 
опять въ дальнюю и т. д. поочередно до безконечности. Это подтверждается 
также пред. Х, ибо подъ дЪйстыемъ такой силы т$ло описываетъ непо- 
движный эллипсъ, коего центръ совпадаетъ съ центромъ силъ. 


>] 


: Е 1 ре 
Когда сила обратно пропорщональна разстояню, т.-е. я ИЛИ А: ? 
то %—=2 и разстояне между вершинами составить 


180$ © 
20° тете 6'45 и, 
У? 
поэтому тфло, обращающееся подъ дЪйстыемъ такой силы, будетъ перехо- 
дить оть одной вершины къ другой постоянно повторяя этотъ уголъ. 
Далфе, если центростремительная сила будеть обратно пропорщо- 


1 
41 А 


нальна А 4 или =» ТО 
1 и! 180 
2. Ип=- 900. 
У» 


поэтому тЪло, выйдя изъ дальней вершины, будетъ все время ириближаться 
къ центру и, совершивъ полный оборотъ, придеть въ ближнюю вершину, 


затЪмъ будетъ все время удаляться отъ центра и совершивъ полный обо- 
ротъ придетъ опять въ дальнюю вершину и т. д. до безконечности. 
Примтрь 3. Пусть т и п суть два каые угодно заданныхъ показа- 
теля, Б и с два какихъ-либо числа, положимъ, что центростремительная 
сила пропорцюнальна 
ВА" с 
ЗИ ) 


т ХТ Хх 
АЗ ? 


. равложене въ сходяцийся рядъ будетъ: 


ыы в 
о пеТи-з] + т 


Ти + сТ» — Хаб Тт-— 4 пеТь-1) -Х2 | 
ы 


по приведем и сличеши членовъ получимъ: 

[В( а? — Е*) -- ТЕ] ; [ЬТ" Е сТ"] = — Е? : [ — тб 1”-1 — пе ТГ" --...] 
и по переходВ къ предфлу, котда орбита весьма близка къ кругу, получимъ; 
в? ; ОТ" сТ*) = Е? : (тыТ"-и пе Ти-) 

и значить будетъ 
ав а: РЗ (Т" с"); иыти-1 4 пой), 


принявъ въ этой пропорщи СТ, т.-е. Т за 1, имемъ: 


а: Е Убр: ТОРУ Те: Ито тета: И И, 


Такъ какъ уголь ГОР между дальней и ближней верпиною при дви- 
‚ жеши по эллипеу составляетъ 180°, то уголъ ТУСр между вершинами при 
движени тфла по орбитЪ, весьма близкой къ кругу, подъ дЪйствемъ центро- 


стремительной СИЛЫ, пропорщовальной величин — равенъ 
ос о 
ту 180°. 


Разсуждая совершенно также, увидимъ, что когда центростремительная 
А" -- с А" 


дз ‚ то уголъ между вершинами будетъ 


сила пропорщюнальна 
`6—с 


я 


Подобнымъ же. образомъ задача рЪшается и въ боле трудныхъ слу- 
чаяхъ: величина, которой пропорщюнальна центростремительная сила, должна 


— 105 == 


быть разлагаема въ рядъ и должна имфть своимъ знаменателемъ Аз. За- 
тфмъ, въ числителЪ члены не содержание буквы Х и содержание таковую 
полагаются пропорцюнальными В(@?— Е?) - Е?Т и — Е2Х, отбросивъ 
уничтожаюниеся члены и замфнивъ ТГ черезъь 1 и получимъ отношене 
а къ РЕ. 

Слъдетвзе 1. Поэтому, если центростремительная сила, пропоршональна 
какой-либо степени разстоян1я, то эту степень можно опред$лить по движен!ю 
апсидъ и наоборотъ. Именно, если полное угловое перем щене тфла, послЪ 
котораго оно возвращается вновь въ ту же вершину, такъ относится къ 
полному его обороту или 360°, какъ число т къ и, разстояе же обозна- 
чить черезъ А, то сила пропорщюнальна 4?, причемъ показатель степени р 
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равенъ „„— 3, какъ это доказано во второмъ примфрф. 


Отсюда слфдуетъ, что сила эта не можетъ уменьшаться при удалени 
отъ центра въ отношен!и большемъ нежели кубъ разстоян!я, ибо тЪло обра- 
щающееся подъ дЪйствыемъ силы обратно пропоршюональной кубу разстояя 
если начнетъ, посл прохожден!я черезъ вершину, приближаться къ центру, 
описывая ту кривую, о которой сказано въ пр. ХЕТ сл. 3, то оно никогда 
не дойдетъ до ближней вершины, т.-е. до наименьшато разстоян!я, но бу- 
детъ постоянно приближаться къ центру. Если же оно пройдя вершину, 
начнетъ хотя бы ничтожно удаляться, то оно будетъ продолжать удаляться 
въ безконечность никогда не достигая дальней вершины и будетъ описы- 
вать ту кривую, о которой сказано какъ въ вышеупомянутомъ слфдетви 
пр. ХЫ, такъ и въ сл. 6 пр. ХЫУ. Подобно этому, котда сила убываетъь 
при удалени отъ центра въ отношени большемъ нежели кубъ разстояея, 
то тБло пройдя вершину, если начнетъь приближаться или удаляться отъ 
центра, то и будетъ или приближаться, пока не достигнетъ центра, или же 
будетъ удаляться въ безконечность. 

Если же сила при увеличен!и разстоявя отъь центра или убываеть 
въ отношен!и меньшемъ куба разстоянмя или возрастаетъ съ разстояемъ 
въ какомъ угодно отношени, то т$ло приближается къ центру лишь до 
тфхъ поръ, пока не достигнеть ближней вершины; и обратно, если тфло 
переходить отъ одной вершины къ другой, поочередно приближаясь и уда- 
ляясь отъ цевтра не достигая его, то сила или возрастаетъь вмфетЪ съ 
разстояемъ отъ центра или же убываетъ, но въ отношен!и меньшемъ 
куба разстояв!й; приэтомъ чЪмъ чаще т$ло переходитъ изъ одной вершины 
въ другую, тБмъ болЪфе отступаетъ пропорцональность силы отъ указанной 
кубичной. : 


Такъ, если тЪло проходитъ черезъь дальнюю вершину черезъ каждые 


1 к 
8, 4, 2, или 15 полныхъ оборота, поочередно приближаясь и удаляясь отъ 


. т 1 7? 
центра, т.-е. если „_ равно или 8, 4, 2, или То, то а будеть со- 


в— З. 4- и 3 и сила будетъь пропорцю- 


1 
отвЪтетвенно: — — 8, 9 


64 3, 


= ИО — 


1 1 1 4 
3 -—3 а Е 
нальна или 4“ , или 46 ‚, А* , АЗ , т.е. обратно пропоршональна 
1 1 1 4 -* 
3— ьт- 3 3—- 
А 8, А 6 А 1 А 3 Если тфло поел каждаго оборота будетъ 


возвращаться въ ту же самую вершину, которая слфдовательно, остается 


9% . 
неподвижной такъ, что = 1, то будетъ 


Е В: 

“ = = 8: 
т.-е. сила обратно пропорщональна квадрату разстоян!я, какъ это уже по- 
казано выше. 


Если же тЪло возвращается въ ту же самую вершину посл 2 или 


Е т Я 1 
5) 3? У полнаго оборота, то = равно или —, 3? з ИЛИ 78 и значить 
я? 16 9 


А"8—® будеть или АЗ или А* ‚, 493 4163, т.е. сила будеть или 
ЕЛ: 3: 

обратно пропорщюнальна А°, или А* или же она будетъ прямо пропор- 

цюнальна А‘ или А*3. Поэтому, если т5ло при переход изъ дальней вер- 

шины въ дальнюю же д®лаетъь сверхъ полнаго оборота еще 3°, иначе за 

время полнаго оборота тфла эта вершина перем5щается въ сторону дви- 

женя на 3°, то будетъ 


т: п == 363: 360—121: 120, 


и, слфдовательно, 


о 29523 


ДА 8, 
29523 Пе: 

т.-е. сила обратно пропорщональна АИ или приблизительно А 3, слф- 

довательно, въ этомъ случаЪ центростремительная сила убываеть въ отно- 


шен!и немного большемъ нежели квадратъ разстоянйя, но это отношене 
5) 
ВЪ 594 раза ближе къ квадрату нежели къ кубу. 


Олюдетве 2. Такимъ образомъ, если тфло подъ дЪйстыемъ силы 
обратно пропоршюональной квадрату разстоявя обращается по эллипсу, 
имфющему свой фокусъ въ центр$ силъ, и къ этой центростремительной 
силЪ или будетъ прибавлена, или отъ нея будетъ отнята какая-либо внфшняя 
сила, то можно найти (по пр. 3) движене апсидъ, происходящее отъ этой 
внфшней силы и наоборотъ. Такъ, если сила, всл$детве которой т5ло дви- 

. 1 
жется по эллипсу пропорщюнальна „, отнимаемая же внфшняя сила про- 
порщюнальна разстоян!ю, т.-е. выражается формулою сА такъ, что остаю- 
- А—сА* : 
щаяся сила будетъ пропоршональна —;_, То при обозначеняхъ при- 
мЪфра (3) будетъ: 
В И 
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и значить, угловое разстоян!е между апсидами будетъ: 


* ТС о 
у; и. 
\ 
Положимъ, что эта внфшняя сила въ 357,45 раза слабфе нежели сила `за- 


_ 100 
35745 ? 


ставляющая тЪло описывать эллипсъ в т.е. возьмемъ с == то при 


А — Т—=1 будетъ 


180° а = 180° У 3040 — 180°,71623 = 180545'44", 
т.-е. тфло пройдя черезъ дальнюю вершину и описавъ по орбит$ уголъ въ 
180°45'44” придетъ въ ближнюю вершину, по удвоен!и же этого угла опять 
вернется въ дальнюю вершину, слФдовательно, перемфщен!е дальней вер- 
шины за одинъ оборотъ составитъ 1°31'28". Движеше апсидъ луны прибли- 
зительно. вдвое быстрЪе. 

О движенм тЪлъ по такимъ орбитамъ, коихъ плоскости проходятъ 
черезъ центръ силъ сказаннаго достаточно. Остается опредфлить движеше 
тЪлъ въ плоскостяхъ, не проходящихъ черезъ центръ силъ. Авторы, раз- 
сматривающе движене тяжелыхъ тфлъ, разбираютъ обыкновенно восхо- 
дящее и нисходящее движен!е по заданнымъ наклоннымъ плоскостямъ 
какъ косвенное такъ и прямое, соотвфтственно этому сл$дуетъ разсмотрёть 
и движене тЪ$лъ подъ дЪйстыемъ силъ направленныхъ къ постоянному 
центру, происходящее въ плоскостяхъ не проходящихъ черезъ этотъ центръ. 
Мы будемъ предполагать, что эти плоскости совершенно гладки и скользки, 
такъ, что онф нисколько не замедляютъ движеня. Кром того, при слЪ- 
дующихь ниже доказательствахъ вмЪсто тфхъ плоскостей, на которыя 
опираются тЪла, касаясь ихъ, будемъ брать плоскости имъ параллельныя, 
по которымъ движутся центры тфлъ, описывая при этомъ движен1и н%ко- 
торыя орбиты. Такимъ же образомь мы будемъ затфмъ разсматривать и 
движен!е тЪлъ по кривымъ поверхностямъ. 


*) Въ такомъ отношении находится такъ называемая постоянная часть 
возмущающей силы солнца къ сил притяженя луны землею. 
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ы ОТДЬЛЬ Хх." 


О движени т5лъ по заданнымтъ поверхноестямъ и о 
колебательномъ движен1и подвфшенныхъ т$лъ. 


Предложене ХЕ\М. Задача ХХХИ. 


Предполалая, по центростремительная сила какая уодно, и, что 
даны центръ силь и плоскость в5 которой обращается тло, и допу- 
ская квадратуру кривылз, требуется опрефълить движене тъла выхо- 
дящиейо изъ даннало мьста съ заданною скоростью направленной по пря- 


мой, лежалщей в5 вопиеупомянутой заданной плоскости. 

Пусть 6 (фиг. 39), есть центръ силъ, 5С кратчайшее его разетояне 
до данной плоскости, Р мЪсто, изъ котораго т$ло выходить по направленю 
прямой РЯ, О какое-либо мЪсто тфла, РОВ траекторля т$ла, лежащая въ 
заданной плоскости. Если, проведя СО и 05 отложить по @5 длину ВИ 
пропорщональную центростремительной силЪ дЪйствующей на т5ло по на- 
правленю @©5 и провести ГТ параллельную С@ и пересБкающую 5С въ 
точк® Т, то сила БТ разложится !°*) на силы ЭТ и ТГ, изъ коихь ©Т, 
дЪйствуя на тфло перпендикулярно плоскости не оказываетъ влмявя на его 
движене въ этой плоскости. Вторая же сила ТТ; дЪйствуя въ самой плос- 
кости, притягиваетъ тфло прямо къ точкЪ С лежащей въ этой плоскости, 
и, слфдовательно, заставитъ тфло двигаться въ этой плоскости такъ, какъ 
будто бы силы: 57 нфтъ, а тфло подъ дЪйстыемъ силы ТУ движется въ 
свободномъ пространствЪ. Когда же задана центростремительная сила, подъ 
дЪйстнемъ которой т$ло движется въ свободномъ пространств, то (ХТ 
опредЪляются какъ траекторля РЁ описываемая тфломъ, такъ и то 
м%ето ©, въ которомъ тфло находится‘ въ любой заданный моментъ времени, 
а также и скорость тфла въ этомъ мЪстЪ 0. 


Предложене ХЕУН. Теорема ХУ. 


Если центростремительная сила пропориональна разстояню ттьла 
д0 центра, то всь тьъла обращающияся по какимь улодно плоскостямь 


19%) Въ прим. 19 уже было указано, что при разложеви силъ, Нью- 
тонъ не заботится о томъ чтобы равнодЪйствующая и составляюцщйя были 
приложены именно къ той точк% на чертежЪ, на которую онЪ дЪйствуютъ; 
онъ дфлаетъ это построеше или въ сторон или тдЪ удобнЪе для хода раз- 
сужденй, ибо построеше параллелограмма должно ему лишь дать отношен!е 
между равнодфйствующей и составляющими и указать направлен1я ихъ. . 


описывают эллитсы, причемь времена обращеня одинаковы, тлъла же 
движущаяся прямолинейно колеблясь взад5 и впередь совершаютз каждое 
полное колебане вз продолжеще тою же перлода. 

При сохранен!и обозначен предыдущаго предложен!я, окажется, что 
такъ какъ сила 5ТУ притягивающая обрашающееся въ плоскости РОВ 
тБло © къ центру 5 пропорщональна разстоян!ю 50, то, по пропоршюналь- 
ности ЭГ и 50, ТГ и С0, и сила ТТ, лежащая въ заданной плоскости и 
притягивающая тфло @ къ центру С, пропорщональна разстоявю 00. 
Слфдовательно, силы, съ которыми тфла обрашаюнияся въ плоскости РОВ 
притягиваются къ точкЪ С, при равныхъ разстояняхъ равны тёмъ силамъ, 
съ которыми эти тфла при такихъ же разстоян1яхъ притягиваются къ 
центру 5, поэтому эти тфла будуть двигаться по такимъ же кривымъ въ 
любой плоскости РОВ около точки С, какъ въ свободномъ пространствЪ 
около точки 5, слБдовательно (Х, 2 и ХХХУП, 2), они въ одинаковое 
время будуть описывать въ этой плоскости эллипсы около точки С, а 
также и совершать колебашя по прямымъ линямъ проходящимъ черезъ 
эту точку и лежащимъ въ данной плоскости. 


Поученйе. 


Вышеизложенному сродственно колебательное движене тЪлъ по крн- 
вымъ поверхностямъ. Вообрази, что на плоскости описана кривая лигИя, 
и, что она обращается около какой-либо оси, лежащей въ этой плоскости 
и проходящей черезъ центръ силъ, при такомъ’ вращен1и кривая произве- 
деть нфкоторую кривую поверхность. Если тфло движется такъ, что его 
центръ все время находится въ этой поверхности, и колеблясь взадъ и впе- 
федъ не выходитъ изъ плоскости проходящей черезъ ось, то тфло. будетъ 
двигаться по той кривой, вращенемъ которой ‘образована поверхность, по- 
этому въ такихъ случаяхъ достаточно разсмотрЪть движене тфла по этой 
кривой. 


Предложене ХЕМШ. Теорема ХУ. 


Если колесо стоить на наружной поверхности шара под5 тпря- 
мымь уломь ко ней, и вращаясь около своей оси катится по большому 
круз) шара, то длина криволинейнаю пути описаннало какою-либо 
точкою 0бода колеса, считая отз тою положеня этой точки, кода 
оно ею касалось шара, такз относится къ Удвоенному синусу верзусу 
половины той душ, которой за это время колесо прикасалось кь шару, 
какз сумма баметровь шара и колеса относится. кз полудаметру шара. 
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Предложене ХЫХ. Теорема ХУ. 


Если колесо стоить на внутренней поверхности шара подё пря- 
мым5 умомз кб ней, и вращаясь около своей оси катится по большому 
круму шара, то длина криволинейнаю пути отисаннао какою-либо 
точкою обода колеса, считая отв тозо положенля этой точки, кода оно 
ею касалось шара, так оносится кз удвоенному синусу верзусу поло- 
вины той ду, которой за это время колесо прикасалось кз шару, какз. 
разность Фаметровз шара и колеса относится кз полубаметру шара. 

Пусть АВГ, (фиг. 90) шаръ, С ето центръ, ВРУТ колесо на немъ. 
стоящее, Ё центръ колеса, В точка касаня, Р заданная точка на ободф 
колеса. . 

Вообрази, что это колесо катится по большому кругу АВГ, оть 4 
черезь В къ Г, и при этомъ такъ вращается, что дуги АВ и РВ по- 
стоянно между собою равны, и, что точка Р заданная на ободЪ колеса 
описываетъ криволинейный путь АР, если, вмЪфстЪ съ тБмъ, АР есть и 
полная длина описаннаго точкою Р пути, то будетъ 


АР: 2 зтуег$ (528) —20Е: ОВ. 


Пусть прямая СЁ или ея продолжеве перес$каеть ободъ въ точкЪ Г, про- 
веди СР, БР, ЕР, ТР и опусти на продолжеше СР пернендикуляръ ГЕ; 
пусть точка Н есть перес$чене касательныхь РН и ИГН проведенныхъь 
къ ободу въ точкахь Ри Г, С точка пересфчешя РН и ГЕ и прямыя 
а. и НК перпендикулярны къ РУ. Точкою С какъ центромъ и произ- 
вольнымъ рад1усомъ опиши кругъ пересфкаюций прямую СР въ и, ободъ 
колеса ВР вь о и путь точки Р, т.-е. кривую АР въ 7. Точкою Г какь 
центромъ и радусомъ Го опиши кругъ пересЪкаюний продолжеше ГР въ 
точкВ 49. Такъ какъ колесо постоянно вращается при своемъ перемщени 
около точки касан!я В, то очевидно, что прямая ВР нормальна къ кри- 
вой АР, и, слЪдовательно, прямая ТР касается этой кривой.въ точкЪ Р. 
Радусъ круга от возьми почти равнымъ разстояншо СР, тогда по по- 
доб1ю безконечно-малой фигуры Рлота и фигуры РЕСУТ- предфльное отно- 
шене исчезающихъ отр%зковъ Ри, Ри, Ро, Ра, т.-е. отношеюе совм$ет- 
ныхъ одновременныхъь приращенй длины кривой АР, прямой СР, дуги 
круга ВР и прямой ГР будеть то же самое какъ прямыхъ: РГ, РЕ, Ра 
и РУ. Но такъ какъ прямыя ГЕ и ГН соотвЪтственно перпендикулярны 
къ СЕи СТ, то уголь НГС=ТСЕ и УН@ = СЕР, ибо въ четыреуголь- 
никЪ УНЕР углы Ри Т прямые, сл$довательно, треугольники УНС 
и СЕР подобны, и значитъ: 


ор: СВЕ Е бы ВИ ЕО РР ==: КОР 


В = 


откуда 


(Ой НР ОВ (7. КР): КР, 
или удвоивъ послфдующие члены: 
@Б2ОВ = РАСРИ-= Ро ЗРт 


Такимъ образомъ уменьшене длины ГР, т.-е. приращене длины ВГ—УР 
находится въ постоянномъ отношени къ приращен!ю длины кривой АР, 
равномъ отношеню СВ къ 2СЕ, поэтому (л. ТУ, слЪд.) и самыя длины 
образуемыя этими приращенями находятся въ томъ же отношении. Но при 


. о 1% 
радусв БГ, отр$зокъ ГР есть косинусъ угла ВУР= - ВЕР, поэтому 
ВУ—ТР есть синусъ верзусъ этого угла, и, сл$довательно, въ еказанномъ 


колесЪ коего радусъ есть ВТ, величина (ВУ— ТР) есть удвоенный си- 


нусъ верзусъ дуги 1 ВР, почему и будетъ: 
- Ы 
АР: эзтуегв (5. РВ) —2СЕ: ОВ. 


Для различя будемъ называть кривыя АР соотвЪтственно циклоидами на- 
‚ ружною и внутреннею. 

Слъдстве 1. Если описать полную циклоиду АГ, и въ точк% 5 раз- 
дЪлить ее пополамъ, то такъ какъ ГР есть удвоенный синусъ угла ИВР 
при радусЪ ЕВ, то будетъ 


ЭР.: УР==3СЕ: СБ, 


т.-е. дуга ЮР находится къ длинЪ ГР въ томъ же постоянномъ отношени, 
какъ и дуга АР къ синусь верзусу половины дуги ВГ. 

Сльдстве 2. Длина полупериметра Аб циклоиды, равна длинЪ 
такой прямой, которая такъ относится къ дДаметру колеса ВТ какъ 
2СЕ къ СВ. 


Предложене Ё. Задача ХХХИ!. 


Устроить такз, чтобы подвплшенное тмьло колебалось по заданной 


циклоид». 

Внутри шара, описаннако изъ центра С (фиг. 91), задана циклоида 
085, середина коей въ В, концы же ея @ и © находятся’ въ этихъ точ- 
кахъ поверхности шара. Проведи СВ раздфляющую дугу 95 въ точкЪ О 
пополамъ и продолжи ее до А такъ, чтобы было 


64:00—00:68.. 


== 00 


Изъ центра С радусомъ СА опиши наружный шаръ ДАЕ и пусть 
внутри его колесомъ, коего радусъ АО, описаны двф полуциклоиды 40 и 
АБ, касаюнйяся внутренняго шара въ точкахь @ и © и перес$каюпия 
наружный шаръ въ точкф А. Пусть изъ этой точки А на нити АРТ, длина. 
коей АВ, подвфшено т$ло 7, качающееся между полуциклоидами такъ, 
что какъ только маятникъ отклонится отъ отв$са АВ, то нить верхнею- 
своею частью наложится на ту полуциклоиду АРУ, въ сторону которой 
движен!е происходить, и будетъ ее огибать какъ препятств1е, остальная же 
часть нити РТ, не касающаяся циклоиды, останется растянутой въ прямую. 
лин, тогда тфло Ти будетъ колебаться по заданной циклоидЪ © ВЮ. 

Пусть нить Р.Г пересЪкаетъ циклоиду ОА5 въ Т, кругь 005 въ Г, 
проведи СГУ и изъ крайнихъ точекъ Ри Т прямой части нити возставь. 
перпендикуляры ВР и ТИ’, перескаюцие СУ въ точкахъь Ти И’. Изъ 
построенмя и одинаковаго образовашя кривыхъ Аб и БА слфдуетъ, что 
эти перпендикуляры отр$заютъ оть СТ длины ГВ и ГИ’, равныя да- 
метрамъ колесъ ОА и ОВ. Кром того 


ТР: ТРЕ ВУ’: ВТ= (А0О+0В: АО=(АС-- 00): АС=ЗСЕ: СВ 


ибо р 
0:00 =060:ОВ—= АО: ОВ. 


Но такъ какь ГР есть удвоенный синусъ угла ВР при радусЪ. 
> ВУ, то по слфд. 1 пр. ХЫХ, длина прямолинейной части нити равна 


длинз дуги РЗ циклоиды, вся же длина нити равна длинф дуги АРБ, 
т.-е. длинё АВ (пр. ХЫХ, 2). Поэтому, если длина нити остается по- 
стоянно равной АВ, то точка Т будеть двигаться по заданной ци- 
клоидЪ 9А5. 

Слюдетве. Нить АВ равна длинЪ полуциклоиды Аб и, слЪдовательно, 
такъ относится къ полумаметру АС наружнаго шара, какъ длина подобной 
ей полуциклоиды ЭВ къ полудаметру СО внутренняго шара. 


Предложене М. Теорема ХУ. 


Если чентростремительная сила повсюду направлена къ центру 
чиара С и пропорциональна разстоянйю д0 центра, тчьло же находится 
1005 дъйствиемь ‘только этой силы и колеблется (какь описано выше) 
по думь циклоиды @ЕБ, то время каждио ею размаха одно и то же, 


независимо отз величины размаха. 

, На касательную ТИ’ (фиг. 92) къ циклоид$ опускается перпендику- 
ляръ СХ, и проводится прямая СТ. Центростремительная сила, дЪйствую- 
щая на тфло Т, которая пропорщюнальна разетояншю С и направлена по 
этой прямой, разлагается (сл. 2, Зак.) на силы, направленныя по ОХ и 7Х. 


= 89 


Первая изъ этихь силь, какъ направленная прямо по нити РТ, лишь на- 
тягиваетъ эту нить и вполнф уничтожается ея сопротивлешемъ, не произ- 
водя болЪе никакого дЪйствя., Вторая же сила Г.Х, дЪйствуя на т$ло по каса- 
тельной къ циклоидЪ въ сторону къ Х, ускоряетъ движен!е тфла по этой 
кривой. Очевидно, что ускореше (приращен1е скорости) 15°) тфла въ про- 
должее каждаго отдфльнаго, весьма малаго, промежутка времени будетъ 
пропорщюнально этой ускоряющей силф%, т.-е. длинф 7ТХ. Но такъ какъ 


ТХ : ТИ’ = ШИ: ОИ. 


послфднее же отношеше постоянное, ибо СУ и ИТУ заданы, то сказанная 
сила пропорщюональна ТИ’, т.-е. пропорцюнальна (ХЫХ, 1) длинЪ дуги ГВ 
циклоиды. Сл$довательно, для двухъ маятниковь АРТ и Ар отклонен- 
ныхъ отъ отв$са на различныя величины и пущенныхъ одновременно 
приращенйя скорости будутъ постоянно пропорцюнальны дугамъ ТВ и ЕВ, 
которыя имъ остается описать до вершины А циклоида. Но весьма малые 
пути, описанные въ тоть же, весьма малый, промежутокъ времени при 
самомъ началЪ движен!я, пропорщональны приращен!ямъ скорости за этотъ 
промежутокъ времени, т.-е. пропорцюнальны полнымъ начальнымъ откло- 
ненямъ маятниковъ отъ вершины АД, поэтому и остаюпцяся по прошествии 
этого промежутка отклоненя будутъ пропорщональны начальнымъ. При- 
ращен!я скорости въ течене второго такого же промежутка времени, про- 
поршональныя этимъ отклонен!1ямъ, т.-е. остающимся до вершины дугамъ, 
будутъ, сл$довательно, пропорп1ональны начальнымъ дугамъ, значить и 
пути, пройденные въ продолжен!е второго промежутка времени, и остаю- 
ппяся послф того дуги будутъ пропоршональны начальнымъ отклонен!ямъ 
и т. д. во все время движения. 

Итакъ, приращен1я скорости въ отдфльные, весьма малые, равные между 
собою промежутки времени, а, слФдовательно, и самая скорость изъ этихъ 
приращен!й образуемая, а также и длины пути, какъ пройденныя за все 
разсматриваемое время, такъ и остаюцйяся до вершины Е циклоиды от- 
носятся другъ къ другу, какъ начальныя отклонен1я. Поэтому остающцяся 
дуги, какъ находяпияся въ постоянномъ отношеви исчезаютъ одновре- 
менно, т.-е. оба маятника одновременно проходятъ черезъ отв$еную лин!ю 
АВ. Если движене обратить, то восхождеше маятниковъ по той же дугБ 


105) Здфеь слово «ассеге!аНо» употреблено такъ что его можно было бы 
перевести и словомъ ускорене въ его теперешнемъ значен1и, именно ска- 
зано: «тапИезит езЁ ацо@ согрог!з ассеегайо, с \1 асс@егайс! ргорог- 
Ноппай$, $ эти $ тотепи$ и 1оп=Пи4о ТХ»... т.-е. «очевидно, что усло- 
рен1е т®ла, пропорцюнальное этой ускоряющей силЪ, будетъ въ отдёльные 
моменты пропоршонально длинф ТХ». Но изъ конца доказательства видно, 
что и здЪсь, какъ и вездЪ въ «Началахъ» слову «асс@егаНо» придавалось 
значен!е— приращен!е скорости и слову тотептиат—не моменть, а весьма 
малый промежутокъ времени. 


ВВ 


циклоиды отъ низшато ихъ’ положеня В въ тфхъ же самыхъ м$стахъ бу- 
деть замедляться т$ми же самыми силами, которыми ихъ нисхождеше уско- 
рялось, ясно поэтому, что скорости какъ нисходящаго, такъ и восходящаго, 
движешя при т$хъ же отстоямяхъ оть вершины для каждаго маятника 
равны, значитъ равны и продолжительности этихъ движенйй; а такъ какъ 
обЪ части циклоиды Аб и ВО, расположенныя по об стороны отъ отвЪса, 
подобны и равны, то оба маятника будутъ совершать какъ свои полные 
такъ и половинные размахи въ одинаковое время. 

Олъдстве. Сила, ускоряющая въ какомъ-либо мфстф 7 тфло при его 
движени по циклоидф, такъ относится къ полному весу '%°) этого тфла 
въ верхнемъ его положенши 5 или @, какъ дуга циклоида ТА къ ея пол- 
ной длин ЮВ или ОП. 


Предложене №1. Задача ХХХ. 


Опредълилть скорости маятниковь в5 каждомь мъсть и времена 


какь полныхь размаховь, такъ и частей ил. 

Произвольною точкою С (фиг. 93), какъ центромъ и радусомъ СН, 
равнымъ длинЪ дуги 5 циклоиды опиши полукругь, раздфляемый раду- 
сомь ЯК пополамъ, и пусть къ центру С притягиваетъ такая центро- 
стремительная сила, пропоршональная разстояню отъ центра, которая на 
периметр НК равна силЪ, дЪйствующей на поверхности шара 05 по на- 
правлению къ его центру. Пусть одновременно съ тфмъ, какъ маятникъ 7" 
пускается изъ верхняго своего положен!я 5, другое тЪло Г, падаетъ изъ Н 
въ @. Такъ какъ лЪйствующя на маятникъь и на тфло Г, силы пропор- 
щональны отклоненямъ ТА и Г/С ивъ начал равны, то, когда ТВ и Га 
равны, и силы въ м%етахь Ги Г равны. Отсюда слфдуетъ, что оба 
тЪла пройдуть въ одинаковое время послф начала движетя одинаковыя 
длины ЭТ и НГ, находясь постоянно и въ дальнфйшемъ подъ дБйстыемъ 
равныхъ силъ, они все время будуть двигаться одинаково, описывая рав- 
ной длины пути. 

ВелЪдетве этого (ХХХУП] время, въ продолжене котораго маятникъ 
опишетъ дугу К.Г, такъ относится ко времени полнаго его размаха, какъ 
дуга НУ, пропоршюональная времени, въ продолжен!е коего тфло Н перехо- 
дитъ въ [, относится къ полуокружности НКЛ/, которая пропорщюнальна 
времени перехода тла изъ Н въ 1. 

Точно также скорость маятника въ точк 7 такъ относится къ его 
скорости въ низшей точкЪ В (иначе скорость тфла Н въ точкЪ 1, отно- 
сится_къ его скорости въ точкЪ @, т.-е. весьма малое приращене длины Ы/, 
къ весьма малому приращеню длины НС, причемъ оба они соотв тетвуютъ 


106) ЗдЪеь подъ словомъ «вфсъ тфла» разумЪФется та сила, съ которою 
оно притягивается къ центру С: 


О 


одинаковымъ, весьма малымъ, приращен!ямъ дугь НУ и НК, возрастаю- 
щихъ равномЪрно) какъ ордината Г.Л. къ радусу СК, т.-е какъ 


УЗВ: — ТЕ: ВВ. 


Но такъ какъ при какихъ-угодно размахахъ въ равныя времена опи- 
сываютея дуги, пропорщюональныя полной величинЪ размаховъ, то на осно- 
ванш приведеннаго выше найдутся при заданномъ времени скорости и 
описанныя дуги при какой угодно величин» размаховъ. Это и требовалось, 
прежде всего, опред$лить. 

Положимъ теперь, что маятники колеблются по различнымъ циклои- 
дамъ, описаннымъ около различныхъ шаровъ, причемъ абсолютная сила, 
центровъ также различная, тогда, если обозначить черезъ Г абсолютную 
силу 157) котораго-нибудь ‘изъ шаровъ 005, то ускоряющая сила, дёйствую- 
щая на маятникъ на поверхности этого шара, направленная къ его центру, 
будетъ пропоршюнальна разстояншо СО тфла до центра и абсолютной силЪ 
шара. Г, т.-е. произведению ТУ. СО. Поэтому отр$зочекъ НУ, описываемый 
въ продолжене постояннаго промежутка времени, подъ дфйстНемъ ускори- 
тельной силы Г. С0О будетъ пропорщоналенъ этой силЪ, и если возставить 
перпендикуляръ УЙ, пересвкаюций окружность въ й, то НЙ представить 
этоть заданный промежутокъ времени. Но весьма малая дуга ЫЙ пропор- 
щональна, 


Иан. НУ 


УЯН.С0.Т 


поэтому время полнаго.размаха по циклоид ОАЭ (такъ какъ оно про- 
поршонально полуокружности НКЛИ, представляющей это время и обратно 
пропоршонально НЙ, представляющей постоянный промежутокъ) будетъ 
прямо пропорщюнально @Н и обратно пропорц!онально 


Иан. 00.1, 


107) Это есть чуть ли не единственное м$сто въ «Началахъ», гд\ 
вводится въ вычислене абсолютная сила центра, т.-е. величина аналогич- 


о 


ная величин р” въ теперешней формул 


` 
Е — и", 


когда хотять написать выражене силы, пропорщональной разстоянно г. 
Обыкновенно. Ньютонъ обходилъ введене этого множителя» т$мъ, что сра- 
вниваль разсматриваемую силу съ такою, подъ дЪйстыемъ которой т$ло 
описывало бы равномфрнымъ движешемъ около заданнаго центра кругъ 
даннаго рад1уса въ известное время. 


-190 
или по равенству СН и БЕ оно. пропоршенально 


В. 

с0.7 
или (пр. Е.) 

ПО 

КИА 
Такимъ образомъ, времена качан!й маятниковъ по любымъ циклоидамъ, и 
для любыхъ шаровъ, съ какими-угодно абсолютными притягательными 
силами, прямо пропорцональны корнямъ квадратнымъ, изъ длинъ нитей 
подвфса, и обратно пропорщональны корнямъ квадратнымъ разетоявйй то- 
чекъ подвфеа до центровъ шаровъ и ихъ абсолютной силф. 

Олъдетве 1. На основави сказаннатго могутъ быть сравниваемы вре- 
мена качан!й, паден1я и обращеня тфлъ. Такъ если взять д1аметръ колеса, 
производящаго циклоиду внутри шара, равнымъ радгусу шара, то эта ци- 
клоида обратится въ прямую линшо, проходящую черезъ центръ шара и 
колебане превратится въ прямолинейное паден!е къ центру и зат$мъ под- 
няте по этой же прямой отъ центра. Сл$довательно, можно найти какъ. 
время паден]я изъ любого м$фста до центра шара, такъ и равное ему время 
описашя четверти окружности на любомъ разетояви отъ центра шара, 
при равном$рномъ около него обращен тфла; а именно это время (по 
изложенному во второмъ случа$) такъ относится къ времени полуразмаха 
по какой-либо циклоидЪ 085, какъ — 

у АЕ: 


И де 


СОлъдстве 2. Отсюда же слфдуютъ и выводы, данные Бренном и 
Гюйленсомь относительно обыкновенной циклоиды. Ибо, если увеличивать 
дламетрь шара до безконечности, то его поверхность обратится въ плос- 
кость и центростремительная сила будетъ дЪйствовать повсюду одинаково 
и перпендикулярно къ этой плоскости и наша циклоида превратится въ 
обыкновенную. Въ этомъ случаЪ длина дуги циклоиды, заключенная между 
сказанною плоскостью и производящею точкою равна учетверенному си- 
нусъ верзусу половины дуги обвода колеса, заключенной между этою 
плоскостью и производящею точкой, какъ это нашелъ Бренна. 

Маятникъ, подвзшенный между двумя такими циклоидами, колеблется 
по циклоидф имъ равной и подобной въ равныя времена независимо оть 
величины размаховъ, какъ это доказалъ Гюйгенсъ. ВмЪетЪ съ тфмъ вы- 
сота падешя тяжелаго тфла въ продолжене одного размаха будетъ та, 
которая найдена Гюйгенсомъ '°). 


198) Чтобы получить теперешнюю формулу для циклоидальнаго маят- 
ника, т.-е. 


—- 69 — 


Доказанныя же нами предложен1я болфе близко соотвЪтетвуютъ истин- 
ному строен!ю земли, такъ, когда колесо катится по большому ея кругу, 


тгдЪ [| длина маятника, т.-е. [= АВ и д ускорене силы тяжести, необхо- 
димо сопоставить сказанное здЪсь съ заключительною частью доказатель- 
ства, гдЪ приведено выражене 
а 
оу 
коему время размаха пропоршонально, а также что это время пропорио- 


нально полуокружности НМК и обратно пропоршонально НА. 
Въ самомъ дЪфлЪ возьмемъ безконечно малый промежутокъ времени 


и секунды, тогда будетъ: 
=ЕЗАЯе ен. 
— НМ: НИ==ез@Н: и2ан.Н НУ == 5НУ 
Но @Н=5ВЕ и по слЪд. пр. 50-го будетъ: 


ЭВ: О(== АВ: АСб=ОН: ОС, 


т.-е 
ато» АВ 
ие 
и по подстановкЪ 
я Об АЕ 
И дон. 


Но НУ есть путь, пройденный въ промежутокъ * подъ дфйстнемъ 
силы, пропоршюональной СО. ТИ, пусть ускореше этой силы есть $, значитъ 


=. 7.ОС, 


тд К постоянный коефишентъ. 
Причемъ въ предЪлЪф, когда ОС неопредфленно возрастаетъ, то © =9, 
ГД 0 есть ускореше силы тяжести. Такимъ образомъ будетъ 
ем ба 
5, 5. Г. ОС. 


и подставляя, получимъ 


а а 
т Об У ОС 
въ предл будетъ 
49 1 
Оби 
и 
: й . 906=54; 
слфдовательно 


тату АИ 
9 9 


Это и есть формула Гюйгенса, написанная теперешними обозначен1ями. 
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гвозди на его обод описываютъ наружныя циклоиды. Маятники, чтобы 
вс$ ихь колебаня были изохронны, должны быть подвфшены внутри 
земли, въ рудникахъ и пещерахъ, и должны колебаться по внутреннимъ 
циклоидамъ, ибо тягот ше (какъ будетъ показано въ книгЪ третьей) при 
возвышени надъ поверхностью земли убываетъ пропорщонально квадратамъ 
разстоян!й, подъ поверхностью же лишь пропорщонально разстоян!ю. 


Предложение ИИ. Задача ХХХУ. 


Допуская квадратуру кривыхь найти силы, пофз дъйствемь ко- 


торыль зиъъла соверщшають изохюонныя колебания по заданной кривой. 

Пусть тло колеблется по какой-либо заданной кривой 5Т'АО (фиг. 94), 
ось коей АЁ проходить черезь центръ силъ С. Проведя касательную ТХ 
къ кривой въ точкЪ Т занимаемой тфломъ откладываемъ по ней длину ГУ 
равную длин дуги ГВ. Длина же этой дуги 5?) находится по обыкновен- 
нымъ способамъ при помощи квадратуры кривыхъ. Изъ точки У прово- 
дится перпендикуляръ У къ касательной, проведя СТ, перескающую 
этотъ перпендикуляръ въ точкф й, получимъ длину ТИ пропорнюнальную 
центростремительной силЪ. 

Ибо если силу, съ которою тфло Т притягивается къ С представить 
длиною 77 ей пропорщональной, то эта сила можетъ быть разложена на 
дв$ ТУ и УЙ, изъ коихъ УЙ дЬйствуя на тфло по направлен нити РТ 
не измфняетъ ни въ чемъ его движен!я, другая же сила ГУ цфликомъ или 
ускоряетъ или замедляетъ его движене по кривой. Такъ какъ эта сила 
пропорщональна отклонено ЛА, то и ускореня или замедленя при двухъ 
разной величины размахахъ качанй будутъ пропорц1ональны этимъ откло- 
нешямъ и значитъ обЪ эти дуги будуть описываться въ одинаковое время. 


1) Уже въ упомянутомъ въ пр. 103 сочинейи «Апа|у$!5» и т. д. 
данъ способъ нахождея длины лугь кривыхъ, равносильный разложению 
въ рядъ выражен!я производной дуги по степенямъ абсциссы или другой 
перем$нной независимой и интегрированио членовъ этого ряда. Въ сочи- 
неши же Мешодиз Ешхюпит дается въ сущности теперешний способъ, 
основанный на интегрирован выражешя 45 —=У1-Р у”. 4х и поясняется 
рядомъ примЪфровъ. (РгоЬ. ХИН. Беегиипаге сигуагит 1опНаЯтет — опредЪ- 
лить длину кривыхъ). Когда было написано это сочинене точныхъ ука- 
зай нфтъ, хотя извЪстно что уже въ 1666 году, т.-е. за 20 лфтъ до издан!я 
«Началъ» Ньютонъ владЪлъ методомъ флюкай. Его трактатъ о квадратурЪ 
кривыхъ былъ изданъ въ 1704 году. Методъ же флюкай лишь въ 1736 году, 
т.-е. черезъ 9 лЪтъ посл его смерти. Но въ. введен къ этому сочинен!ю.ска- 
зано: «я счелъ не лишнимъ составить эту книгу для студентовъ матема- 
тиковъ» (угопит еотегагит) такъ, что возможно, что это сочинене и 
много раньше было извфстно ученикамъ Ныюотона, ибо иначе выражене 
«обыкновенными способами» не могло быть понятнымъ читателямъ того 
‘времени. | : 


А — 
Т$ла же описывающуя одновременно пропоршональныя части цфлаго опи- 
шуть и цфлое въ одинаковое время. 

Слюдстве 1. Если тфло Т (фиг. 95) висящее на прямолинейной нити 
изъ центра А описываетъ дугу круга 57ГАО, и находится подъ дфйствнемъ 
нфкоторой силы направленной внизъ, и такъ относящейся къ постоянной 
сил тяжести какъ дуга ГЕ къ ея синусу ТМ, то времена размаховъ бу- 
дуть постоянны. По параллельности 1 и АВ треугольники АТМ и ИТУ 
подобны, поэтому 

И ЗЫ ТУ РМ. 


т.-е. если представить постоянную силу тяжести заданною длиною А.Т, то 
сила 1 производящая изохронныя колебан!я будетъ такъ относиться къ 
силЪ тяжести 47, какъ дуга АВ равная ТУ относится къ своему си- 
нусу 7№. 

Слюдетве 2. ВелЪдетве этого, въ часахъ, если бы силы приложен- 
ныя оть механизма къ маятнику такъ бы слагались съ силою тяжести, 


что полная направленная внизъ сила была бы пропорцюональна величин 
ТВ. АВ 


и, 21 колебания маятника были бы изохронны. 


Предложене МУ. Задача ХХХУ- 


° Допуская квадратуру криволинейныхь фир найти время восло- 
дящаело или нисходящаело движеня тльла под5 дъйствемь какой-уюдно 
центростремительной силы. по какой-уюдно кривой расположенной в5 


‚ плоскости проходящей черезь центрз силз. 

_Пуеть тфло опускается изъ какого-нибудь м$ста 5 (фиг. 96), по ка- 
кой-либо кривой 5/71 лежащей въ плоскости, проходящей черезъ центръ 
силъ О. Проведи ОБ и раздфли ее на безконечное множество равныхъ 
частей, и пусть Па есть одна изъ этихъ частей. Гочкою С какъ центромъ 
п радусами СР и С@ опиши круги перес$кающе кривую 578 въ точ- 
кахъ Ги (. По извфстному закону центростремительной силы и разетоя- 
ню ©5 съ котораго тфло начинаетъ падать, найдется его скорость въ лю- 
бомъ удалеви О” оть центра (пр. ХХХГО. Время. же, въ продолжене 
котораго тфло пройдетъ безконечно-малый путь `7% пропоршюнально длинЪ 
этого отр$зочка, т.-е. секансу угла ЁГС и обратно пропорщонально ско- 
рости. Пусть ордината ОМ перпендикулярная къ прямой С5 въ точкё Г 
пропорщональна этому времени, то, такъ какъ ДА постоянна, прямоуголь- 
никъ Да. ОМ, т.-е. плошадь № а будетъ также пропорщональна этому 
времени, слфдовательно, если Р№ есть та кривая, на которой постоянно 
лежитъ точка № и которая имфетъь своею ассимптотою прямую ЗО пер- 
пендикулярную къ прямой (5, то площадь ея ЗОРМО будеть пропорцо- 
нальна времени, въ продолжен!е котораго тфло опускаясь, пройдетъ по 
кривой путь ©, и значитъ, когда эта площадь будетъ найдена, то’ най- 
дется и время. 
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Предложене ЁУ. Теорема ХХ. 


Если тъло движется по какой-либо поверхности вращеная, ось 
которой проходите через центр силь, и изь мьъста тльла опускается 
на ось перпендикулярз, которому черезь какую-либо постоянную точку 
оси проводится равная и параллельная прямая, то я утверждаю, что 


эта прямая описываетз площадь пропориональную времени. 

Пуеть ВКГ (фиг. 97) есть поверхность врашеня, 7 тфло по ней 
обращающееся, ГВ траектор!я, которую оно по ней описываетъ, © начало 
траектори, ОМК ось поверхности, ГМ опущшенный изъ м$ста тфла на ось 
перпендикуляръ, ОР — равная и параллельная ему прямая проведенная 
черезъ даннут на оси точку О, АР проекщя траектори описываемая на 
плоскости АОР точкою Р, А начало этой проекщи соотвфтствующее точк» 5, 
ТС прямая проведенная изъ тфла къ центру, Га длина пропорцональная 
центростремительной силф, ТМ. нормаль къ поверхности, 7 длина пропор- 
пональная давлен!ю производимому тфломъ на поверхность, а значитъ, и 
обратно поверхностью на т$ло въ направлении къ М, РТЕ прямая парал- 
лельная оси проведенная черезъ тфло, /Н и ЕС перпендикуляры опущен- 
ные на эту параллельную. Я утверждаю, что описанная отъ начала дви- 
женя радусомъ ОР площадь АОР пропорщональна времени. 

Сила ТС разлагается (по сл. 2 зак.) на силы ТЕ и ГА и сила ТУ 
на силы ТН и -Н. Силы ТЕ и ЕН дЪйствуюция по лини РЕ перпенди- 
кулярно плоскости АОР измфняютъ лишь движен!е тЪла перпендикулярное 
этой плоскости. Слфдовательно, его движеве параллельно плоскости АОР, 
т.-е. движеше точки Р описывающей проекшю траектори АР въ этой 
плоскости остается такимъ, какъ если бы силы ТЁ и НТ были уничто- 
жены и на тфло дЪйствовали бы только силы Ё@ и НУ, значить это 
движене таково, какъ будто бы само тфло находилось въ плоскости АОР 
подъ дЪйстыемъ центростремительной силы направленной къ центру О и 
равной суммЪ силь ЕС и НУ и описывало бы кривую АР. Но подъ дЪй- 
стыемъ такой силы описываются площади пропорцюнальныя времени (Т). 

Слъдсетве. На основанш такого же разсужден!я можно доказать, что 
если тфло, находящееся подъ дЪйствемъ силъ направленныхъ къ двумъ или 
нфеколькимъ центрамъ лежащимъ на одной прямой ОС, описываетъ какую- 
либо кривую 5, то площадь АОР пропоршональна, времени. 


Предложене Ё\1. Задача ХХХУИ. 


_ Допуская квадратуру криволинейныхь фиурь, требуется найти 
траекторию, описываемую тльломь по поверхности вращеня, козда оно 
пущено из заданнало на ней моста сё данною скоростью по данному 


а 


направлению, и кода на нею дъйствуетз по заданному закону центро- 


стремительная сила направленная кз центру лежащему на оси вращеня. 

Сохранивъ построен!я и обозначения предыдущаго предложен!я, поло- 
жимъ, что тфло 7 (фиг. 97) выходить изъ заданной точки 5 по направлено 
касательной къ искомой траекторми ЭТА, проекшя которой на плоскости 
АОР есть АР. По известной скорости тфла въ разстоянйи $С найдется 
его скорость въ любомъ разстоянш ТО. Въ течеюе весьма малаго по- 
стояннаго промежутка времени т$ло пройдетъ съ этою скоростью весьма, 
малую длину 1# по своей траектори. Пусть Рр есть проекщшя длины 1 на 
плоскость АОР. Соединй’ Ор, и пусть эллипсъ рО есть проекця на плос- 
кость АОР кружечка описаннаго изъ точки Т какъ центра радусомъ 7 
по поверхности. Такъ какъ величина и разстояне 7Т№ или ОР этого кру- 
жечка отъ оси ОС извфстны, то и эллипеъ р@ будетъ извЪфстенъ по своему 
виду и величинЪ, а также будетъ извЪстно и положене прямой ОР. Такъ 
какъ площадь РОр должна быть пропорщональна времени, и, сл$довательно, 
находится по заданному времени, то будетъ извфстенъ уголъ РОр, и слЪ- 
довательно; найдется точка р пересЪченя эллипса и прямой Ор, а также и 
уголь ОРр, подъ которымъ проекщя траектоми АРр пересЪкаетъ прямую 
ОР. Отсюда (сообразуясь съ пр. ХТ и его сл$д. 2) легко видфть способъ 
опредфлен1я кривой АРр. ЗатЪмъ изъ отдфльныхъ точекъ проекли возста- 
вляются перпендикуляры, которые своимъ перес$чешемъ съ поверхностью 
и дадутъ точки траекторли 115). 


110) Описанный въ этомъ доказательств способъ для приведея за- 
дачи къ квадратурамъ равносиленъ теперешнему, но изложенъ настолько 
своеобразно, что этого сразу не видно. При нашихъ теперешнихъ обозна- 
чен!яхъ разсуждене Ньютона можеть быть изложено такъ. 

Ось вращеня ОС принимаемъ за ось 7-овъ, плоскость къ ней пер- 
пендикулярную за плоскость х, 60, прямую ОА за полярную ось. Тогда 
поверхность задается уравненемъ вида. 


ое 
тдБ /(7) есть заданная функщя перем$нной 
ЕР» 


По закону живыхъ силъ будетъ 
= НИ (р), 


тд Ё(р) есть известная функшя разстояня СГ ==р тфла Т до центра С, 
составлев!е такой функши показано въ пред. ХЕ. Но полагая ОС = а, 
будеть о 


02 — (2 — а) 1". 


Для точекъ лежащихъ на данной поверхности 2 =/(*), и, слФдова- 
тельно р =, (7), и 5° будетъ функщей только х, пусть 
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ОТДЬлЪ х1. 


О движен!и т$лъ взаимно притягивающихся центро- 
стремительными силами. 


До сихъ поръ я излагалъ учене о движен!и тфлъ притягиваемыхъ къ 
неподвижному центру, каковое едва ли существуетъ въ природф. Притя- 
женя всегда происходятъ къ тфламъ и по третьему закону дЪйстня тфлъ 
притягивающихъ и притягиваемыхъ всегда взаимны и равны, поэтому, 
если тфлъ два, то ни притягивающее ни притягиваемое не могутъ оста- 


Е 
Съь другой стороны по закону площадей | 
О о (9 


тдЪ с — постоянная площадей. 

Наконецъ, «отрфзочекъ пути 7! на поверхности» при нашемъ обозна- 
ченш есть дифференщалъ дуги 45 траектория равный о. 4. Его проекщя 
Рр на плоскости АОР есть 


Рр? = 4"? -- 7*а8?, 
значить 
ТР = 95? = 42? Ра? | 1240 — р’ 11 ат? пав? — р (г). а? "ав, 


причемъ функшя 1,(^) будеть извЪетна. 
Такимъ образомъ, на основаши равенства 


08° ==0° 0, 


получится 
оне ао а.о © 


Это и есть «маленьюй эллипеъ» на плоскости АОР искать его пере- 
сЪчен!е р съ прямою Ор такъ, чтобы площадь РОр была пропорцюональна. 
времени — значить исключить“ изъ уравнешй (3) и (4) величину Ч по- 
лучится: 


Е, (г) ат? | та0? = «(г). Г . 460 
или - 
(га? = (= ы ”) 46, 
т.-е. получится выражете вида 
40 = ®(т). @ 


И «квадратура» дастъ уравнеше проекщи траектор!и на плоскости АОР. 
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ваться въ покоЪ, но по сл. 4 законовъ, оба какъ бы притягиваясь къ 
своему общему центру тяжести будутъ обращаться около него. Если же 
тьль нфсколько, то, будучи притягиваемы однимъ какимъ-либо тфломъ, 
и они его притягиваютъ, если же кромЪ того вс эти тфла, притягиваются 
взаимно, то они должны такъ двигаться другь относительно друга, что 
обшай ихъ центръ тяжести или находится въ покоф, или движется равно- 
м$фрно и прямолинейно. 
По этой причин я перехожу теперь къ изложен!1ю учен!я о движения 
тфль притягивающихся взаимно, разсматривая центростремительную силу 
какъ притяжене, хотя слЪдовало бы, если выражаться физически, имено- 
вать ее бол5е правильно, напоромъ. Но теперь мы занимаемся матёма- 
тикой, и оставляя въ сторон физичесве споры, будемъ пользоваться болЪе 
обычнымъ назвашемъ, чтобы быть понятнфе читателямъ математикамъ. 


Предложене УП. Теорема ХХ. 


„Два взаимно притяивающихся тъла описывають и около св0еюо 


общело центра тяжести и дру около друщ подобныя раекторащ. 

Дъйствительно, разстоян1я тфлъ отъ ихъ общаго центра тяжести 
обратно пропоршональны ихъ массамъ, слЪдовательно, отношене этихъ 
разстояЙ постоянно, значитъ, постоянно и отношене каждаго изъ 
нихъ къ полному разстояню между т$лами. КромЪ того, эти разстоянйя 
обращаются около своего общаго конца съ одинаковымъ угловымъ движе- 
немъ, вел$детые чего не наклоняясь другъ къ другу, располагаются по- 
стоянно по одной прямой. : 

Прямыя же ли, отношен!е длинъ коихъ постоянно, и которыя по- 
ворачиваются около своихъ концовъ на равные углы, описываютъ вокругъ 
этихъ концовъ на плоскостяхъ, находящихся съ ними вмфстЪ въ поко$ или 
движущихся безъ вращен1я, подобныя фигуры. Сл$довательно, фигуры опи- 
санныя сказанными разстоянями подобны между собою. 


Предложене РУП. Теорема ХХИ. 


Если два тьла притяиваются взаимно съ какою бы то ни было 
силою, и поэтому обращаются около своею общило центра тяжести, 
то я утверждаю, что 1005 дъйствемь такой же силы каждое тьло 
можеть описывать вокру друюю неподвижнаю Ффичуру равную и по- 


добную тльмз, которыя они описывают дру около’ дру. 

Пусть т$ла 5 и Р (фит. 98), обращаются около своего общаго центра 
тяжести С, идя отъ 5 къ Ти отъ Р кь 40. 

Изъ произвольно взятой постоянной точки $ проводимъ прямыя р 
и $0 равныя и параллельныя 6.7 и Т®, кривая 04% описываемая точкою р 
при ея обращен!и будетъ равна и подобна кривымъ описываемымъ тфлами 
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бир другь около друга, и вслфдетыи этого подобна кривымъ 5Т и РОГ 
описываемымъ этими тфлами около ихъ общаго центра тяжести С (пр. 
1.УП); это происходить потому, что отношен!я 5С, СР, БР, зр. другъ къ 
другу остаются постоянными. 

Случай 1. Центръ тяжести С системы, по 4 сл. законовъ или нахо- 
дится въ покоф или движется равномфрно и прямолинейно. Положимъ 
сперва, что онъ въ покоф. Вообрази, что въ точкахъ $ и р помфщены два 
т$ла, одно неподвижное въ $ и другое подвижное р, соотвЗтственно равные 
и подобные тБламъ би Р. Пусть прямыя РВ и р’ касаются кривыхъ РО 
и 24 въ точкахь Рири прямыя СО и $0 продолжены до встрфчи съ 
ними соотвфтетвенно въ В и г. По подобю фигуръ СРВО и 5р"4 будетъ: 


990 — ОР": 50, 


т.-е. отрёзочки ВО и 74 находятся въ постоянномъ отношени. Поэтому, 
если бы та ускорительная сила ''') съ которою т$ло Р притягивалось къ 
тфлу ©, а слБдовательно, и къ промежуточному центру С, находилась бы 
ВЪ этомъ же отношевщи къ той ускорительной силЪ, съ которою т$ло р 
притягивается къ 5, то эти силы въ равные, весьма малые промежутки 
времени отклонили бы тфла Рир оть касательныхъь РА и рг соотвЪт- 
ственно на величины В© и 74 пропорщональныя силамъ, и, слфдовательно, 
подъ дЪйстнемъ такой силы тфло р обращалось бы по кривой рах подобной 
кривой РОТ, по которой обращается тБло Р подъ дфйствемъ пропорцо- 
нальной ей ускорительной силы, и времена обращей обоихъ тфлъ были бы 
при этомъ одинаковы. 

Но такъ какъ эти силы не находятся въ отношени ОР:5р, а въ 
виду равенства и подобя тёлъ $ и р тфламъ би Р и равенства разстоянй. 
ВР и зр, и силы дфйствующя на т$ла ри Р между собою равны, то въ 
равные промежутки времени оба эти тфла будутъ отклоняться отъ каса- 
тельныхь на равныя величины, и поэтому, чтобы тфло р отклонилось на 
большую величину 74, необходимо и большее время въ отношенши корней 
квадратныхъ самихъ отклонен (л. Х), ибо при самомъ начал движен!я 
пространства пропорщональны квадрату времени. Положивъ, что скорость 
тфла р относится къ скорости тфла Р какь Узр : УСР, т.-е. какъ времена, 
которыя находятся въ этомъ же отношен!и, получимъ описанныя дуги 
р4 и РО пропорщональныя самимъ разстояямъ зр и ОР. Такимъ обра- 
зомъ, тфла Р и р притягиваемыя равными силами, описываютъ около не- 
подвижныхъ центровъ С’и 5 подобныя фигуры РОТ и ра%, причемъ, по- 
слдняя подобна и равна фигур описываемой т$ломъ Р вокругь подвиж- 
ного тфла 5. 


ит) Въ текстЪ сказано просто «утез» — силы, но такъ какъ подъ 
этимъ словомъ здфсь разумфются т ускоревя, которыя тфла Ри р подъ 
дъйстнемъ силъ получаютъ, то и добавлено слово «ускорительныя», чтобы 
быть ближе къ тексту, нежели замфнивъ слово силы словами «сообщаемыя 
тфламъ ускорен!я», какъ это бы слфдовало при теперешней терминологии. 
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Случай 2. Положимъ теперь, что центръ тяжести С системы тёлъ 
перемфщается равномЪрно и прямолинейно вм%ст% съ тфмъ пространствомъ, 
въ которомъ т$ла движутся, тогда (сл. 6 зак.) вс движен!я въ такомъ 
пространств$ будуть происходить также какъ и раньше, слБдовательно, 
тфла будуть описывать другъ около друга такя же кривыя какъ и раньше, 
и значить, эти фигуры будутъ равны и подобны ‘фигур% ра®. 

Сльдстве 1. Два тфла притягиваюнияся пропоршонально разстоян!ю 
описываютъ (пред. Х) около центра тяжести системы и другъ около 
друга одноцентренные эллипсы, и обратно: если тфлами описываются тавя 
кривыя, то силы пропорщюональны разстоян!ю. з 

Слюдстве 2. Два т$ла притягиваюцщяся съ силою обратно пропорщюо- 
нальною квадрату разотоян!я между ними описываютъ (ХТ ХЦ, ХШ) и 
около общаго центра тяжести системы и другъ около друга коническ1я 
©<Вчен!я, имфюпия своимъ фокусомъ ту точку, около которой кривая опи- 
сывается, и обратно: если тфлами описываются таюя кривы, то силы 
обратно пропорщюональны квадратамъ разстоявий. 

Сльдстве 8. Два тЪла обращаюнияся (подъ дЪйстыемъ какой угодно 
силы) около общаго центра тяжести описываютъ рад1усами проведенными 
какъ къ этому центру, такъ и другъ къ другу площади пропорщональныя 
временамъ. 


Предложене МХ. Теорема ХХИ. 


Бремя обращеня каждаю изз двуль тьль би Р около ихь общало 
центра тяжести натлодилтся в отношении равномз корню. квадралтному _ 
изз отношеня массы В къ суммь масс В-ЕР ко времени обращеня 
одною изъ нихь Р вокрув друюю 5, принимаемаю за неподвижное, по 
кривой равной и подобной той, которую тъла описывають дру около 
дру. 

Изъ доказательства предыдущаго предложен!я сл$дуетъ, что отношен!е 
временъ, въ продолжеше которыхъ описываются произвольныя, весьма 


малыя, подобныя дуги РО и ра равно корню квадратному изъ отношетя 
разстоянй СР: 5Р или СР къ 5р, т.-е. равно 


и 5 
та. 


Отсюда слфдуетъ, что и времена описан1я полныхъ кривыхЪъ находятся въ 
томъ же постоянномъ отношении, т.-е. 


И зв. 
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Предложене ЁХ. Теорема ХХ. 


Если два тьла 5 и Р приляиваясь сз силою обратно пропорио- 
нальною квадрату разстояшя обращаются около обиймо центра тя- 
жести, то большая ось эллипса описываем однимь изх этих тъль Р 
вокрув друшюю 5, налодитея кз большой оси тою эллипса, который 
мо бы быть отисань тиьмь же тчьломь Р около тльла 6 остающийося 
неподвижнымь, вв отношении равномз отношеню суммы массз (5-Е Р) 
кз первому изь двуть среднихз пропориональныхь между этою суммою. 
и массою тьла 5 (т.-е. УЗ . (9-Е Р)’, иначе сказанное отношене. 
равно корню кубичному 1?) изз отношешя суммы массь кз массь В). 


Если бы описываемые эллипсы были между собою равны, то по пре- 
дыдущей теоремЪ времена обращенля находились бы въ отношеши равномъ. 


У = 
Б-Р, 
поэтому, если уменьшить въ этомъ отношен!и время оборота по второму 
эллипсу, то эллипсы сдфлаются равными, но (ХУ) большая ось эллипса 


. 2 
уменьшится при этомъ въ отношени составляющемъ степень Е предыду- 


щато, т.-е. въ отношени 


3л 9 
| бр, ? 


т.-е. эта ось будетъ относиться къ большой оси перваго эллипса какъ 
3 ПОВ ЕЕЕ У Е ЖРАА 
Уз(5-ЕР} : (5--Р), 


и наоборотъ, большая ось эллицеа описываемаго около подвижного тфла. 
такъ относится къ большой оси описываемой около неподвижнаго какъ 


($312): РУ Р:УБ. 


112) Если составить такъ называемую непрерывную пропоршю: 
(ТР: УЕ: 


то Х есть первое изъ двухъ среднихъ пропоршональныхъ между 5--Р 
и 5, У— второе. 
Изъ этихъ пропоршй слЪфдуеть: 
Х?— У, ЕВ) и А. 


Откуда 
Хз: =Б. (9-Е Р)? 


ИЛИ 
ЕВЕ, 
Х =Иб. (8--Р};. 


ай 


Предложене 1Х!. Теорема ХХИМ. 


Если два тлъла притячиваюищияся взаимно с5 какою-уюдно силою, 
0 не подверженныя дъйствю никакихь друихь силь, движутся какь бы 
то ни было, то иль движенае будеть то же самое если они, не дьй- 
ствуя дру на дура, притязивались бы третьимз тльломь находящимся 
85 общемь ихь центръ тяжести с5 такою же силою. Зависимость 
этой приттательной 5 центру тяжести силы отъ разстояная до 
нею будеть такою же какз и первой силы отзь полнало фразстояня 


между тьлами. 

Притяжеше этихъ двухъ тфлъ другъ другомъ направлено по прямой 
ихъ соединяющей, сл$довательно, къ общему центру тяжести ихъ, т.-е. 
какъ будто бы оно происходило оть промежуточнаго т%ла. 

Такъ какъ отношене разстоян!й каждаго т$ла до ихъ общаго центра 
тяжести къ разстояню между ними остается постояннымъ, то будетъ оста- 
ваться постояннымъ и отношен!е любыхъ степеней этихъ разстоянй; а 
также и отношене какого-угодно количества составленнаго изъ одного изъ 
этихь разстоявйй, и заданныхъ величинъ къ количеству совершенно также 
‘составленному изъ второго разетоявйя и величинъ, также заданныхъ и на- 
ходящихся къ предыдущимъ въ сказанномъ постоянномъ отношения этихъ 
разстоянй. Поэтому, если одно т$ло будетъ притягиваться другимъ прямо 
или обратно пропорщюнально разстояншю между ними или вообще пропор- 
цюнально какой-либо степени разстоян!я, или же наконецъ, какому-либо 
иному количеству какъ. бы то ни было выводимому изъ заданныхъ вели- 
чинъЪ и этого разстоян!я, то и та сила, съ которою то же тфло притяги- 
вается къ общему центру тяжести, будетъ или прямо или обратно пропор- 
цональна разстояншю притягиваемаго т$ла до общаго центра тяжести, или 
пропорщонально той же степени этого разстояя или же наконецъ, коли- 
честву, выводимому подобно вышеупомянутому изъ этого разстояв!я и за- 
данныхъ величинъ. Это и значитъ, что зависимость притягательной силы 
отъ разстояня въ обоихъ случаяхъ одна и та же. 


Предложене ЁХН. Задача ХХХУИ!. 


Опредъьлилть движене двухё пмьль притязивающихся обратно про- 
порионально квадрату разстоящя между ними и пущенныхь изь задан- 


нытё месть безь скорости. 

По предыдущей теорем оба тЪла будуть двигаться такъ, какъ 
будто бы они притягивались третьимъ, находящимся въ общемъ центрь 
тяжести, который по предположеню въ началЪ находился въ покоф, и, 
лЪфдовательно (4 сл. зак.) и все время будетъ оставаться въ покоф. Такимъ 


‘ 


ИЯ = 


образомъ, стоить только опредфлить движене тфлъ (задача ХХУ), притя- 
тиваемыхъ этимъ центромъ, то получится и = т$лъ, притягиваю- 


щихся другъ къ другу. 


Предложене ЕХШ. Задача ХХХХ. 


Опредълиль движене двуль тъль притязивающихся обратно про- 
поруйонально квадрату разстоямя и пущенныхь изз заданныхь мюств 


по даннымь натравленямз с5 заданными скоростями. 

По извфетнымъ начальнымъ количествамъ движеня тЪлъЪ в 
и равном$рное движене ихъ общаго центра тяжести, а значитъ и равно- 
мфрное и прямолинейное движен!е пространства одинаковое съ движешемъ. 
сказаннато центра тяжести, а также и начальныя скорости каждато изъ 
тфлъ, относительно этого пространства. Послфдующее зат5мъ движене тфлъ. 
будеть происходить въ этомъ подвижномъ пространств (сл. 5 зак. и 
теор. ХХГУ) также какъ-если бы оно было неподвижно и тбла притяги- 
вались бы не другь другомъ а третьимъ тфломъ, находящимся въ пентр® 
тяжести. СлФдовательно, движевые каждаго тфла въ отдЪльности въ этомъ. 
подвижномъ пространств опредфлится по задачамъ ТХ и ХХУТ какъ 
движене тфла, пущеннаго изъ заданнаго мфста по данному направленю. 
съ заданною скоростью, и находящагося подъ дфИйствемъ центростреми- 
тельной силы направленной къ сказанному центру. Еъ этому движению 
надо затЪмъ приложить выше найденное равномфрное движене системы, 
состоящей изъ подвижного пространства и тфлъ въ немъ обращающихся, 
послф чего и получится абсолютное движене тфлъ въ пространствЪ непо- 
ДВИЖНОМЪ. 


Предложене ЕХУ. Задача ХЕ. 


Требуется опредълить движенще тьль, притязивающихся взаимно: 


с5 силами пропорщйональными разстоянямз. 

Положимъ сперва, что тфлъ два Ги Г, (фиг. 99), и пентръ тяжести 
ихъ Ш, каждое изъ нихъ описываетъ около этого центра тяжести эллиисъ съ 
центромъ въ точк® О, размфры этого эллипса опредфляются по пред. ХХ. 

Пусть третье тзло $ притягиваетъ первыя два Ги Г, съ ускоритель- 
ными силами ЭТ и ЭГ, и взаимно притягивается ими. Сила ЭТ разлагается 
(сл. 2 вак.) на силы ДР и ОТ и сила ЭГ, на силы 5) и РГ. Силы ОТ 
и ОГ, пропоршональны ихъ сумм$ ТГ, т.-е. той силЪ, съ которою притя- 
тиваются другь къ другу тБла Ги Г. Приложивъ къ силф притяженя 
тёла Т тБломь Г, составляющую ОТ его притяженя тфломъ би къ силЪ 
притяжен!я тфла Г, тфломъ Т—составляющую ОГ, его притяженя тфломъ 5, 
получимъ попрежнему силы направленныя по прямой ТГ, пропорщональ- 
ныя этой длинЪ, но большя нежели раньше, слфдовательно › (ТУ, 1 и 8), 


Г 


эти тфла будутъ попрежнему описывать эллипеы но болфе быстро. Остаю- 
пяся ускорительныя силы ©) и 5), коимъ соотвфтствуютъ движущя 
силы Т.Б) и Г..5Ш) пропорщональныя массамъ тфлъ, направленныя по 
прямымъ 7/ и Г.К параллельнымъ 57), заставляютъ оба тфла не измфняя 
своего относительнаго положен!я одинаково перем$щаться къ прямой /К 
проведенной черезъ середину т$ла 5 перпендикулярно 57. Если же этому 
движению воспрепятствовать, придавъ системЪ тфлъ Г, и Т съ одной сто- 
роны и тблу 5 съ другой надлежашя скорости, то они будутъ обращаться 
около общаго центра тяжести системы С. При этомъ движенйи тЪло 5, такъ 
какъ оно притягивается суммою движущихъ силь Г. ори Г,. ВЛ т.-е. силою 
пропорщюональной растоян1ю 5С, будетъ описывать эллипсъ около точки С, и 
‚по пропоршюональности 5О и ОС точка )) будетъ описывать подобный ему 
эллипеъ. Вмфет® съ тфмъ тфла 7 и Г, притягиваемыя соотв тственно дви- 
жущими силами Г. 5) и Г.Б) по прямымъ параллельнымъ ТУ и ГК 
будуть продолжать (сл. 5 и 6 зак.),. описывать свои эллипсы около точки 
Л какъ и раньше. 

Если прибавится четвертое тЪло Г, то разсуждая подобнымъ же обра- 
зомъ, заключимъ, что точка С будетъ описывать эллипсъ около общаго 
центра тяжести всей системы „В, причемъ прежн:я движен!я тфлъ 7, Г, 5 
около центровъ 2 и С останутся, но ускорятся. Подобнымъ же способомъ 
можно будетъ присоединять и большее число тфлъ. Такъ происходитъ дфло 
и тогда, когда тфла Ти Г, притягиваютъ другъ друга съ большею или 
‘меньшею ускоритёльною силою пропоршональною разстоянямъ, нежели 
они притягиваютъ друмя тфла. Если же взаимныя ускорительныя притя- 
женя всфхъ тфлъ другь къ другу пропорщональны произведевямъ раз- 
стояйЙ на массы притягивающихъ тфлъ, то изъ предыдущаго легко за- 
ключить, что всБ тфла описываютъ около общаго центра тяжести различ- 
ные эллипсы въ неподвижной плоскости и съ одинаковымъ временемъ 
обращеня “'3). 


13) Въ самомъ дфлЪ, положимъ для простоты письма, что тЪлъ три; 
пусть массы ихъ 1, т,, т,, координаты 2,,2,, 2.4.2., 7.4.2. коеффи- 
щентъ притяженйя /?. За начало координатъ возьмемъ центръ тяжести 
системы такъ, что будетъ: 


| == 
т, + тьх. -|- тт, = 0 
В, О 
тие, + тг, + т.г, = 0 
Уравнен1я движен!я точки т, будуть 


== 1? [т. (2, — <) — т, (т, —4,)] 
У". — *[т, (у, — 9.) т, (у, — 9.) д... (2) 
2". = А?[т. (г, — г.) т. (2. —2,)] 


На основании уравненй (1) ихъ можно написать такъ: 


= 


Предложене [ХУ. Теорема ХХУ: 


° Ньсколько тъль притяивающихся обратно пропоруйонально ква- 
дратамь разстоянй мозуть двимиться друь относительно друшь по 
эллитсамь, описывая радбусами проведенными кз фокусу площади весьма, 
близмя кз пропориональности времени. 

Въ предыдущемъ предложеви показанъ тотъ случай, когда движене 
нфсколькихъ тфлъ происходитъ точно по эллипсамъ. Ч%$мъ болфе законъ 
дЪистня силъ отступаетъ отъ указаннаго въ томъ предложен, тёмъ болфе 
возмущаются тфлами ихъ взаимныя движен1я, и когда притяжен!е обратно 
пропоршонально' квадрату‘ разстояй, то тфла не могутъ вообще въ точ- 


А 
1 

О м 
и 

тТДЬ 

ыы И =т, т, + т. . 


Изь уравнен!й (3) слФдуетъ, полагая М = \?: 


2, — С, с0зАЕ -- Ст № 
9, = С, соз № - Ст а а 1) 
2, = (.с03№М- О, т 


гдЪ С,, С,,. (,...С, поетоянныя произвольныя, опред$ляемыя начальными 
условями ‚относящимися къ точкЪ 2, . 
Исключене изъ этихъ уравнен1й величинъ с0$№! и этА даетъ урав- 


нен!е вида 
а а СД ВА ВА А УЕ 
гдЪ А, В, С суть соотвфтствующие миноры опред$лителя 
т С С; 
| У, С, С, 
21 С, С, 


Зат$мъ, найдя изъ первыхъ двухъ изъ уравнений (4) величины с0$/ 
и яп и составивъ сумму ‘ихъ квадратовъ, получимъ 


(Си, — Су, Е (Су, — би," = (С.С — 0.С,)* о 


Уравненя (5) и (6) показываютъ, что точка т, движется по постоян- 
ному эллипеу коего пентръ находится въ начал координать и коего плос- 
кость есть (5). 

Уравнения (4) показываютъ, что для каждой точки будетъ то же самое 


о Эт 
и такъ какъ ^ не зависить оть № точки, то время оборота <= этихъ 


точекъ по своимъ эллипсамъ для всЪхъ точекъ одно и то же. 
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ности двигаться по эллипсамъ, разв только когда сохраняется нЪФкоторая 
пропоршя межлу разстоявями '1*). Но въ слёдующихь случаяхъ они лишь 
немного уклоняются отъ эллипсовъ. 

Случай 1. Положимъ, что нфсколько малыхъ тфль обращается около 
какого-нибудь одного большого, въ различныхь отъ него разстояняхъ, и, 
что они притягиваются другь къ другу пропорщонально своимьъ массамъ. | 

Общий центръ тяжести всей системы (сл. 4 зак.) или. находится въ 
поко$ или движется равном рно и прямолинейно. Вообразимъ, что мелюя т$ла, 
настолько малы, что большое т$ло никогда, не удаляется сколь-нибудь зна- 
чительно отъ этого центра, такъ, что можно безъ чувствительной погрш- 
ности принять, что это большое тфло или находится въ покоф или дви- 
жется равномфрно и прямолинейно, тогда малыя тфла будутъ обращаться 
около большого по эллипсамъ и ращусы къ нему проводимые будуть опи- 
сывать площади пропоршональныя времени постольку, поскольку не проис- 
ходить отклоненй, вызываемыхъ или отклоненемъ большого тфла отъ 
общаго центра тяжести системы, или же отъ взаимодЪйств!й малыхъ тЪлъ 
другъ на друга. Но массы малыхъ т$лъ можно уменьшать настолько, что 
эти отклонен1я и эти взаимодЪйств1я стануть меньше любой, назначенной 
величины, т.-е. настолько, что орбиты такъ приблизятся къ эллипсамъ и 
площади къ пропорцональности времени, что погршности будутъ меньше 
любой, напередъ заданной величины. 

Случай 2. Вообразимъ, что система многихъ малыхъ тфль обращаю- 
щихся вышеописаннымъ образомъ около большого, или просто, что система 
двухъ тфлъ обращающихся другъ около друга, перемфщается равномфрно 
и прямолинейно; и, что въ то же время эти тфла подвергаются дфйствю 
еще гораздо ббльшаго т$ла, находящагося весьма далеко въ сторонЪ. Такъ 
какъ равныя ускорительныя силы, дЪйствуюция на всЪ т$ла по парал- 


14) Въ этомъ предложени Ньютонъ ставитъ задачу о движенш мно- 
гихь тёлъ, далеко еще окончательно не рёшенную и до сихъ поръ. Про- 
сТЪйпИй случай этой задачи, есть такъ называемая, задача трехъ тЪлЪ, 
и замБчане Ньютона какъ бы заставляетъ думать. что онъ уже намфчалъ 
т случаи, когда задача рфшается. 

Т15зегап@ разобравъ въ гл. УПТ первато тома своей Мёсатаие Саезе 
изслздован!я Лагранжа о задач трехъ тфль въ $ 58 говорить: «Какъ 
видно, точное интегрироване дифференщальныхъ уравнен!и, задачи трехъ 
тЪль, извБстно въ томъ случаЪ, когда ихъ взаимныя разстояня сохра- 
няютъ постоянныя отношетя другъ къ другу; этотъ случай подраздфляется 
на два: когда три тЪла все время находятся въ вершинахъ равносторон- 
няго треугольника, и когда они постоянно остаются на одной прямой. На- 
сколько намъ известно это единственные случаи, въ которыхъ задача могла, 
быть рфшена; аналитичесмя ея трудности не могли быть превзойдены 
даже, когда три тфла предполагаются постоянно на одной прямой, если 
не дфлать допущен!я, что разстоян1я между ними находятся въ постоян- 
номъ другъ къ другу отношенш». Рипс!а изданы въ первый разъ въ 
1686 г. Небесная Механика Тиссерана въ 1889. 
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лельнымъ направлен!ямъ не измфняютъ ни относительныхъ положен, ни 
относительныхъ движенй тфлъ, а производять лишь совокупное перем%- 
щене всей системы, то очевидно, что оть притяженя этимъ большимъ 
тфломъ, не произойдетъ. никакихъ измфней въ относительныхъ другь къ 
другу движеняхъ притягиваемыхъ малыхъ тфлъ, кромф тЪхъ измЪненйй, 
которыя вызываются или неравенствомъ. ускорительныхъ силъ этого‘ при- 
тяженя, или же отступленемъ ихъ отъ параллельности. Предположимъ, 
мто притяженя всфхъ тЪлъ больштимъ обратно проноршональны квадратамъ 
разстоян!Й; если увеличить разстояне этого большого т%фла настолько, 
чтобы разности его разетояй до малыхъ тфлъ и разности въ направле- 
шяхъ этихъь прямыхъ, были меньше напередъ назначенныхъ величин, то 
относительныя движен!я малыхъ тфлъ сохранятся и отступлетя въ’ нихъ 
будуть меньше любой величины. Вм%фет съ тфмъ въ виду малости ихъ 
взаимныхъ разетоян!й, вся ихъ система будеть притягиваться на манеръ 
одного т$ла, и, ел$довательно, двигаться подъ дЪйстыемъ этого притяжен!я 
большимъ т$ломъ подобно одному тфлу, т.-е. центръ тяжести *:°) системы 
будетъ описывать около большого тфла коническое сЪчеше (гиперболу или 
параболу при слабомъ притяжени, эллипеъ при болфе сильномъ), и рад1у= 
ссмъ, проводимымъ къ большому т$лу будутъ описываться площади про- 
порщональныя времени, причемъ не будеть иныхъ погр$5шностей, кромЪ 
весьма малыхъ происходящихъ отъ разстоянй между тфлами, и которыя 
можно уменьшить ‘сколько угодно. 

Разсуждая подобнымъ же образомъ, можно переходить къ боле слож- 
нымъ случаямъ до безконечности. } 

Слъдстве 1. Во второмъ случа, чЪмъ ближе большое тфло будеть 
находиться къ систем двухъ или многихъ тфлъ, тфмъ болЪе будутъ воз- 
мущаемы относительныя движевя частей системы, какъ оть того, что 
наклоненя прямыхъ проводимыхъ отъ этого большого тфла къ прочимъ 
становятся больше, такъ и. потому, что больше будутъ и отетуплен!я въ 
пропорщональности. 

Сльдстве 2. Возмущен!я будутъ еще больше, если предположить, что 
ускорительныя силы притяжен1я частей системы къ этому наибольшему 
тЪлу не находятся въ обратномъ отношенш квадратовъ разстояний до него, 
въ особенности если отступленя отъ этого отношен1я будутъ болфе значи- 
тельны нежели отступления въ пропоршяхъ разстоянй малыхъ тфлъ до 
большого. Ибо, если ускорительная сила дЪйствующая равномфрно и по 
прямымъ параллельнымъ не возмущаетъ относительныхъ движений, то ясно, 
что возмущен!я происходяпия отъ неравномФрности этого дЪйстня будуть 
больше или меньше, сообразно ббльшей или меньшей неравномрности: 
Избытки ббльшихъ натисковь дЪфйствуя на одни тфла и не дЪйствуя на 


''5) Это и есть то м%фето, на которое указано въ пр. 29, и на осно- 
вани, которато можно думать, что Ньютону былъ извфетенъ и обпий за- 
конъ движеня центра тяжести системы. 


— 209 


прочтя, очевидно будутъ измфнять ихъ относительныя положения, и эти 
возмущеня прилагаясь къ возмущенямъ, происходящимъ отъ непараллель- 
ности направлевй дадутъ и ббльшия полныя возмущен!я. 

Сльъдетве 3. Отсюда слЪдуетъ, что если части сказанной системы 
движутся по эллипсамъ или кругамъ безъ зам$тныхъ возмущевй, то, оче- 
видно, что система или совершенно не подвержена ускоряющимъ силамъ 
направленнымъ къ другимъ тфламъ, или же подвержена дЪйств!ю такихъ 
силъ, коихъ направлен!я параллельны и величины равны. 


Предложене ЕХУ|. Теорема ХХ\|. 


Если три тльла притяиваются взаимно с силами обратно про- 
пориональными квадратамз разстоянй и оба меньшить обращаются 
вокрув третьяю наибольшао, то площади, описываемыя радусомз, 
проводимым отё средняю и ближешалю ко наибольшему, будуть ближе 
5 пропорийональности временамь и ею траекторля ближе кз эллитсу, 
в5 фокусь коею сходятся эти радиусы, кода это наибольшее ттьло бу- 
деть делаться под дьъйствемз сказанных» притяженй, нежели в5 
томз случаь, кода оно, не испытывая притяженй отз малыхь тб, 
оставалось бы в покоь или же будучи притяиваемо или значительно 
сильные, или значительно слабъе, совершало бы или 1юраздо бдльиия, 
или 10раздо меньиия движеная. 

Это свойство почти само собою вытекаетъ изъ 2-го слфдетвя преды- 
дущаго предложен!я, но его можно вывести съ ббльшею полнотою и отчет- 
ливостью слфдующимъ образомъ. 

_ Случай 1. Пусть оба меньшихъ тфла Ри 5 (фиг. 100) обращаются 
въ одной плоскости вокругъ ббльшаго Т, причемъ Р описываетъ внутрен- 
нюю орбиту РАВ, 5—внЪфшнюю ЕЕ. 

Пусть 5А есть среднее разстоян1е тфла Р до 5, предетавимъ этою же 
длиною и ускорительную силу притяженя тфла Р тзломъ 5. Возьмемъ 
длину ЭГ, такъ, чтобы было: 


БИК  Р! 


то эта длина представить ускорительную силу притяженя тфломъ © тфла Р 
при произвольномъ удалени ЭР. Проведи РТ и параллельную ей Г/М, ко- 
торая пересфчеть 5Т въ М. Притяжене 5Г, разложится (сл. 2 зак.) на 
притяженя М и ГМ. 

Такимъ образомъ на тло Р будутъ дфйствовать три ускорительныя 
силы: первая сила направлена къ Т и происходитъ отъ взаимнаго притя- 
женя тёлъь Ри Т. Подъ дфйсгыемъ одной этой силы тфло Р должно бы 
описывать вокругъ тфла Т, неподвижнаго ли, или движущагося подъ вл1я- 
немъ этого притяженя, эллипеъ, фокусъ которато находится въ. центрЪ 
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т$ла Ти рамусь РТ описывалъ бы’ ‘плошади, пропоршональныя време- 
намъ. Это слфдуетъ изъ пр. ХТ и сл. 2 и 3, теор. ХХГ. Вторая сила есть 
притяжене 7, направленное также отъ Р къ Т; слагаясь съ первою си- 
лою, она не производитъ нарушен1я пропорцональности площадей времени 
(т. ХХГ сл. 3). Но такъ какъ ‘эта сила не находится въ обратной пропор- 
цональности квадрату разстояня РТ, то по соединен съ предыдущей, 
она даетъ силу, ‹ отступающую отъ такой пропорщональности, въ тёмъ 
большей мёрЪ, чёмь больше отношене этой второй силы къ первой, при 
равныхъ прочихъ условяхъ. 
Но такъ какъ {ХТ и сл. 2 т. ХХ) сила, подъ дБйстыемъ которой 
тЪло описываетъ эллипеъ вокругь фокуса 7, должна быть направленной 
вЪ эту точку. и быть обратно пропорщональной квадрату разстоян1я РТ 
до нея, составленная же сила отъ этой пропорщи отетупаетъ, то она за- 
ставитъ и орбиту РАВ отклониться отъ эллиптической формы съ фоку- 
сомъ въ точкЪ Т, и это отклонене будетъ тфмъ значительн$е, чБмъ больше 
отношен!е второй силы ГМ къ первой, при равенствЪ прочихъ условий. 
Наконецъь, третья сила, дЪйствуя на тфло Р по прямой параллель: 
ной ЭТ, при сложешши съ предыдущими даетъ равнодфйствующую, которая 
уже не направлена болЪе оть Р къ Т, но которая т$мъ болбе отступаетъ 
отъ этого направленя, чфмъ болфе отношене этой третьей силы къ пер- 
вымъ двумъ, при прочихь равныхь условяхъ; оть этого при движеши 
тфла; Р радусъ РТ не будетъь уже описывать площади пропорщюнальныя. 
времени, и отступлеше ‘отъ этой пропорщюнальности будетъ тфмъ значи- 
тельнфе, чёмъ больше отношене третьей силы къ первымъ двумъ. КромЪ 
того, указанное выше уклонене орбиты РАВ отъ эллиптической формы, 
при дфйстви этой третьей силы еще возрастеть по двумъ причинамъ — 
во-первымъ, потому, что полная сила не направлена отъ Р къ Ти во- 
вторыхъ, что она не обратно пропорщюональна квадрату разстоявя РТ. 
Принимая все это въ соображене, видно, что площади будутъ тогда 
ближе всего къ пропорцюнальности, когда третья сила, при сохранен! 
величины первыхъ двухъ, будетъ наименьшая, и орбита РАВ будетъ тогда 
ближе всего подходить къ эллиптической формЪ, когда и вторая, и третья‘. 
сила будуть наименьышя при сохранети величины первой силы. 
Предетавимъ длиною $№ ускорительную силу притяжешя тфла Т т5- 
ломъ 5, тогда если бы притяжешя ЭМ и $М были равны, то дфйствуя 
одинаково на т%ла Ри Т`и по направленямъ параллельнымъ, эти силы 
не измфняли бы относительнаго положеня тфлъ Р и Т и`ихь относитель- 
ныя движеня остались бы т$ми же самыми, если бы обф эти силы были 
уничтожены (сл. 4 зак.). Поэтому, когда притяжеше 5 меньше притяже- 
я 5М, то оно уничтожить часть его, равную 5, останетея часть ММ, 
которою и будетъ возмущаться какъ пропорцюнальность площадей вре- 
мени, такь и эллиптическая форма орбиты. Точно также, когда. притяже- 
ве ЭМ будетъь больше 5М, то возмущене пропорцюнальности и формы 
будетъ происходить только отъ разности МУ. Такимъ образомъ отъ дфй- 
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стыя притяженя ЗМ предыдущая третья сила’ ЗМ сводится къ сил ММ, 
первая же и вторая сила остаются безъ измнен1я. Поэтому пропоршо- 
нальность площадей времени и приближене орбиты къ эллиптической 
форм соблюдаются‘ точнЪе. тогда, когда ‘сила ММ или равна нулю, или 
наименьшая; это же имфетъ м$ето тогда, когда ускорительныя силы при- 
тяженшй` тфлъ Р и Т т$ломъ 5 приближаются сколь возможно къ равенству, 
т.-е. когда притяжеве 5А не равно ни нулю и не меньше. наименьшаго 
изъ притяжеюй 5//, но лежитъ посерединф между наибольшимъ и наи- 
меньшимъ значенями 51/, т.-е. или немного болфе, или немного менЪе 
притяжен1я ©К. 

Случай 2. Положимъ теперь, что меньпия тфла Ри Г обращаются 
около ббльшаго 7 въ различныхъ: плоскостяхъ. Сила СМ, дЪйствуя по на- 
правлено прямой. РТ, лежащей. въ плоскости орбиты Р.А.В будетъ оказы- 
вать то же самое дЪйстше, какъ и раньше и не будеть выводить тфло Р 
изъ плоскости его орбиты. Вторая же сила ММ, дЪйствуя по направ- 
лен!ю параллельному прямой 57 (сл$довательно, по направленио наклонному 
къ плоскости РАБ, когда тфло 5 находится внф ливши узловъ), произ- 
ведеть кромЪ указаннаго выше возмущеня въ движения по долгот$ еще и 
возмущене въ широтЪ, выводя тЪло изъ плоскости его орбиты. Это возму- 
щене при какомъ-либо заданномъ относительномъ положени тфль Ри 17 
будеть пропоршюнально производящей его силБ ММ и, слфдовательно, бу- 
деть наименьшимъ, когда сила ЛИМ№ будеть наименьшею, т.-е. (какъ уже 
изложено выше) когда притяжене, 5№ или немного болфе, или немного 
мене притяжен!я ©. 

Ольдетве 1. Отсюда легко заключить, что при обращен нЪФеколь- 
кихъ малыхъ тфлъ Р, ©, В... около большаго Т, движене ближайшаго 
тфла Р будетъь въ меньшей степени возмущаться притяженями прочихъ, 
когда это наибольшее тфло ТГ сообразно величинф ускорительныхъ` силъ, 
притягивается и возмущается прочими тфлами, а также и эти проч1я другъ 
другомъ. 

Ольдствае 2. Въ систем трехъ т$лъ Т, Р, 5, въ которой притяжен!я 
любыхъ двухъ третьимъ’ обратно пропорщюнальны квадратамъ разстоянй, 
тфло Р описываеть радусомъь РТ около тфла Т площади болфе быстро 
близъ соединен1я А и противостояя В, нежели близь квадратуръ С и О. 
Ибо всякая сила, дЪйствующая на тфло Р и не дЪйствующая на тФло 1, 
и не направленная пс прямой РТ ускоряетъ или замедляетъ описане пло- 
шадей сообразно тому, направлена ли’ она въ сторону движев!я или въ 
сторону ему встрёчную. Такова’ сила МХ, при переходЪ тЪла Ре оть С 
къ А’она направлена въ сторону движен!я и ускоряетъ его, затЪмъ оть А 
до Р— противъ движен!я и замедляетъ его, затёмъ отъ О до В по дви- 
жению и, наконецъ, отъь В до С противъ движен!я. 

Ольдетвше 8. Изъ того же разсужденя слфдуетъ, что при прочихъ 
одинаковыхъ условяхъ тфло Р быстр$е движется въ соединен! и противо- 
стоянш, нежели въ квадратурахъ. 
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Слъдстве 4. Орбита тфла Р при прочихъ равныхъ услошяхъь въ: 
квадратурахъ имфеть большую кривизну, нежели въ соединени и въ 
противостоянии, ибо тЪфло, болфе быстро движущееся, менфе отклоняется 
отъ своего прямого пути, кромЪ того сила КГ или ММ въ соединешяхъ: 
и противостоямяхъ направлена обратно той сил, которою, тфло Р’притя- 
гивается къ тфлу Т и, сл$довательно, уменьшаетъ эту силу, тфло же Р 
менфе отклоняется отъ прямого пути тамъ, гдф оно менфе сильно притя- 
тивается тфломъ Л. 

Слъдстве 5. Поэтому тфло Р при прочихъ равныхъ условяхъ отхо- 
дитъ болфе далеко отъ тфла 7 въ квадратурахъ, нежели въ соединеняхъ 
и противостояняхъ. Такъ это происходить, если не принимать въ разсчеть 
экецентричности движен1я. Если же орбита т$ла Р эксцентричная, то ея 
эксцентриситетъ (какъ будетъ подробнфе выяснено въ слфдетви 9) стано- 
новится наибольшимъ, когда апсиды совпадаютъ съ сизимями, поэтому 
можетъ случиться, что тфло, придя въ дальнюю вершину, будетъ въ сизи- 
г1яхь находиться отъ тфла 7 въ ббльшемъ удалении, нежели въ квадра- 
турахъ. 

Сльдетве 6. Центростремительная сила центральнаго тфла 7, кото- 
рою тфло Р удерживается на своей орбитЪ, въ квадратурахъ отъ прибав- 
леня силы Г/М увеличивается, въ сизийяхъ же отъ отнямя силы КГ 
уменьшается. Самая величина силы КТ измфняется такъ, что сказанное 
уменьшен!е больше, нежели увеличене. Упомянутая центростремительная 
сила пропорцюнальна рад1усу ТР (ТУ, 2) и обратно пропорщональна ква- 
драту времени обращенйя, какь видно произведеше этихъ двухъ отношений 
отъ присоединен!я силы КТ, должно уменьшаться, т.-е. если радусъ орбиты 
сохраняетъ свою величину, то время обращен!я должно увеличиться и при- 
томъ какъ корень квадратный изъ того отношеня, въ которомъ возросла, 
сила. Когда же сказанный радтуеъ увеличивается, то и время обращеня 
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также увеличивается, но въ отношени большемъ, нежели степень р. 


радтуса (сл. 6, ТУ). Когда же сказанный радусъ уменьшается, то и время 
обращеня уменьшается, но опять-таки въ отношен1и ббльшемъ нежели 


степень . радуса. 


Если бы притягательная сила центральнаго тфла постепенно убывала, 
то тфло Р, все менфе и менфе притягиваемое, непрерывно удалялось бы 
отъ центра 7’и наоборотъ, если бы эта сила увеличивалась, то это тЪло 
приближалось бы къ центру 7. Поэтому, когда производимое весьма уда- 
леннымъ тфломъ 5 дЪйстые, на величину котораго уменьшается эта сила, 
будетъ поперемнно возрастать и убывать, то соотв$тственно будетъ по- 
перемЪнно возрастать и убывать радусъ РТ, время же обращев!я будетъ 
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возрастать или убывать какъ произведеше отношен!я степеней -5- раду- 


совъ на отношен1е корней квадратныхъ силы центральнаго тЪфла, къ кото- 
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рой придана или изъ которой вычтена величина дфйстыя весьма удален- 
наго тфла ›. 

Сльдетве 7. Изъ предыдущаго слфдуетъ, что главная ось или лин!я 
апсидъ эллипса, описываемаго т$ломъ Р, будетъ также перемфщалься по- 
перемённымъ  угловымъ . движенемъ; но такъ какъ угловое перемфщене 
по движен!ю тфла Р преобладаетъ надъ встрёчнымъ, то общее перемфще- 
не будетъ въ сторону движен!я тфла Р. ДЪйствительно, сила, съ которою 
тфло Р побуждается къ тблу Т въ квадратурахъ, гдЪ сила ММ равна нулю, 
слагается изъ силы [М и притяжен!я тфла Т. Сила ГМ при увеличени 
разстоятя РТ увеличивается приблизительно въ томъ же отношенш, какъ- 
это разстояше, вторая же сила уменьшается пропоршонально квадрату 
разстоян1я, поэтому сумма этихъ силъ убываетъ въ отношении меньшемъ, 
нежели квадратъ разстояв!й и, елБдовательно (ХГУ, 1), дальняя вершина. 
будеть перемфщаться въ сторону противъ обращен!я тбла Р. Въ соеди- 
нени же и въ противостоян!и сила, съ которою т$ло Р побуждается къ 
тЪлу Т, равна разности между притягательною силою тФла Ти силою КГ, 
разность же эта, въ виду того, что сила КГ, возрастаетъ приблизительно 
пропорцюнально РУ, убываетъ боле быстро, нежели квадратъ разстоя- 
ня РТ, слфдовательно (ХГУ, 1), вершина будетъ перемфщаться въ сторону 
движен1я. Въ положен1яхъ между квадратурами и сизийями перемщене 
вершины зависитъ отъ обфихъ причинъ и поэтому будетъ прямое или по- 
пятное, смотря по тому, которая причина преобладаетъ. Такъ какъ сила К/, 
въ сизишяхь почти вдвое больше, нежели сила 1 въ квадратурахъ, то 
преобладающее значене имфетъ сила А 7, и вершина будетъ перемфщаться 
прямымъ движешемъ. 

Справедливость какъ этого слфдетия, такъ и предыдущаго можеть 
быть установлена и проще, разсматривая, что система двухъ т$лъ Ри Т 
какъ бы окружена многими тфлами 5, 5, 5 ..., расположенными повсюду 
по орбит ЕЕ; оть притяжешя этихъ тфлъ дЪйстве тфла Г повсюду 
уменьшается, слФдовательно, оно убываеть болЪе быстро, нежели въ отно- 
шенш квадратовъ разстоянйй. 

Слъдсетве 8. Такъ какъ прямое или попятное перемфщеше апсидъ 
зависить оть того, происходить ли убыван!е центростремительной силы 
въ ббльшемъ или въ меньшемъ отношени, нежели квадратъ разстоявя РГ 
когда тБло переходитъ отъ ближней вершины къ дальней и отъ того, какъ 
происходить подобное же ея возрастан!е при переход тЪФла отъ дальней 
вершины въ ближнюю, то это перемфщен!е апсидъ будетъ наиболЪе бы- 
стрымъ тамъ, гдф отношене силы въ дальней вершин® къ силЪ въ ближ- 
ней вершинЪз наиболфе уклоняется отъ обратнаго отношен!я квадратовъ 
разстоян!й. Очевидно, что когда апсиды находятся въ своихъ сизийяхъ, 
то волфдетые отнятя силы КГ, или №М — ГМ они перемфщаются пря- 
мымъ движешемъ болЪе быстро, въ квадратурахъ же они перемфщаются 
отъ прибавлен!я силы Г.М попятнымъ движешемъ и медленнЪе. Отъ большой 
продолжительности времени, въ течен!е котораго совершается какъ боле 


быстрое ‘прямое перемфщен1е такъ’ болфе медленное попятное, это неравен- 
ство достигаетъ весьма значительной величины. 

Слъдетве 9. Если тЪло притягивается къ какому-либо центру обратно 
пропорщонально квадрату разстоянйя и обращается вокругъ этого центра 
по эллипеу, и если при переход$ оть дальней вершины къ ближней сила 
возрастаетъ при приближен къ центру отъ прибавлен1я н$которой новой 
силы быстрфе, нежели убываетъ квадратъ разстоянй, то очевидно, что. 
тЪло подъ дйстыемъ этой новой силы будетъ приближаться къ центру 
ближе, нежели въ томъ случаЪ, когда на него дЪйствовала только сила, 
обратно пропорщональная квадрату разетоян1я; слБдовательно, оно будетъ 
описырать орбиту, лежащую внутри эллипса и въ ближней вершин$ будетъ 
находиться въ болфе близкомъ разстояи отъ центра, нежели ранЪе, 
значитъ, отъ прибавленя этой новой силы орбита станетъ болфе экецен- 
тричной. Если затфмъ при переход$ тБла отъ ближней вершины къ даль- 
ней сила возрастаетъ въ той же постепенности, въ какой она до-того убы- 
вала, то тфло вернется къ своему первоначальному удален!ю, поэтому, если 
сила, убываетъ боле быстро, то т$ло, будучи притягиваемо къ центру силъ 
слабфе, удалится отъ него на большее разстоян!е и эксцентриситетъ орбиты 
еще возрастетъ. Въ виду этого, если при каждомъ обращеши пропорщя 
увеличеншя или уменьшен центростремительной силы по сравненио съ 
квадратами разстоянй будетъ возрастать, то эксцентриситетъ орбиты бу- 
детъ увеличиваться, и наоборотъ, при уменьышШи этой пропорщши онъ будеть 
убывать. Такимъ образомъ въ системЪ трехъ тЪлъ 7, Р, 5, когда апеиды 
орбиты РАВ находятся въ квадратурахъ, сказанная пропоршя возрастаня 
и убыван1я наименьшая, котда же апсиды въ сизимяхъ, то она наиболь- 
шая. Когда апсиды въ квадратурахъ, то пропорця вблизи апсидъ меньше, 
когда он въ сизимяхъ, то больше, нежели вторая степень разстояй. Отъ 
этой большей пропорщи происходитъ, какъ уже сказано, прямое перем%- 
щенше апсидъ. Еели же раземотрфть пропорцию возраставтя или убываня 
силы при полномъ переход$ отъ одной апсиды до другой, то она окажется 
въ общемъ меньше пропорщи квадратовъ разстоянй. Когда апсиды нахо- 
дятся въ квадратурахъ отношен!е величины силы въ ближней вершинЪ къ 
ея величинз въ дальней вершинЪ меньше, нежели отношен!е квадрата раз- 
стоявя дальней вершины къ квадрату разетоян1я ближней до фокуса эл- 
липса; когда же апсиды въ сизишяхъ, то отношее величины силы въ 
ближней вершинЪ къ величин$ силы въ дальней вершин больше, нежели 
отношене квадраловъ разстоянй. Это происходить потому, что въ квадра- 
турахъ силы Г/М прилагаются къ притягательной сил тфла Т и даютьъ 
въ суммЪ силы, находяцйяся въ меньшемъ отношени, въ сизимяхъ же 
силы КГ вычитаются изъ притяженя тфла Т, и оставляютъ разности, 
находяняся въ ббльшемъ отношени. Поэтому при переходЪ отъ одной 
вершины къ другой пропоршя изм$няемости силы наименьшая въ квадра- 
турахъ, наибольшая въ сизимяхъ, и при перемфщени апсидъ изъ квадра- 
туръ въ сизиши эта пропорщшя постоянно возрастаетъ, сл$довательно, воз- 
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растаетъ и экцеентриситетъ эллипса, при перемфшен!и же отъ сизийй къ 
квадратурамъ сказанная пропорн1я постсянно убываетъ, и эксцентриситетъ 
уменьшается. 3 

Слъдетве 10. Чтобы изучить законъ отклоненй по широт, вообра- 
зимъ, что плоскость орбиты 5. остается неизм$нной; изъ раземотрфея 
указанной выше общей причины возмущен!й слфдуетъ, что изъ двухъ силъ 
М№М и МГ, являющихся этою причиною, сила МГ, дЪйствующая въ плос- 
кости орбить РАВ не производитъ` возмущен й по широт%. Что же ка- 
сается силы ММ, то когда узлы находятся въ сизимяхъ, сила эта, также 
дЪиствуетъь въ плоскости орбиты и не возмущаетъ движен!я по широтЪ, 
когда же, узлы находятся въ квадратурахъ, то‘возмущен!я наибольшя, и 
эта сила, такъ отвлекаетъ тфло Р отъ-его орбиты, что при переход$ т$ла 
отъ квадратуръ къ сизийямъ наклонность орбиты уменьшается, при пере- 
ход же тфла отъ сизийй къ квадратурамъ-—увеличивается. Отъ такого 
дЪйстня возмущающей силы происходить измфневе наклонности такъ, 
что когда тфло находится въ сизийяхъ,: наклонность оказывается наимень- 
шею, когда же тфло подходить къ узлу, то наклонность возвращается 
приблизительно къ своей прежней величинЪ. 

Когда узлы находятся въ октантахъ послЪ квадратуръ, т.-е. между 
Си, `Л и В, то разсуждая подобно изложенному можно заключить, что 
при переход т$ла отъ того или другого узла’ до девятидесятаго отъ него 
градуса наклонность орбиты постоянно убываетъ, затфмъ на протяжени 
ближайшихъ 45° до ближайшей квадратуры наклонность увеличивается, 
затЪмъ на протяжеши  слфдующихъ 45° до ближайшато узла убываетъ. 
Отсюда видно, что убыване больше, нежели возрастан!е и поэтому наклон- 
ность въ послёдующемъ узлЪ меньше, нежели въ предыдущемъ. Разсуждая, 
подобнымъ же образомъ, убфдимся, что когда узлы находятся въ друтихъ 
октантахъ, Т.-е. между А. и Ш или между В и С, то наклонность будетъ 
увеличиваться. Слфдовательно ‘наибольшаго своего значен1я наклонность 
достигаетъ, когда узлы находятся въ сизимяхъ. При переходБ же узловъ 
отъ сизирй къ квадратурамъ наклонность при каждомъ прохождеши тфла, 
черезъ. узлы уменьшается и становится наименьшей, когда сами узлы на- 
ходятся въ квадратурахъ, тфло же— въ сизимяхъ. ЗатФмь наклонность 
къ той же постепенности возрастаетъ,. какъ она раньше убывала и, когда 
узлы возвратятся въ положене‹ близкое къ ихъ сизийямъ наклонность 
вернется къ своему первоначальному значенйю. 

Слъдстве 11. Когда узлы находятся въ своихъ въ квадратурахъ, то 
тфло Р при переход отъ узла С черезъ ‚соединене 4 къ узлу Г откло- 
няется возмушающею силою въ сторону. къ 5, при переходЪ же отъ узла 2 
черезъ противостояще В къ узлу С. оно’ отклоняется въ сторону обратную, 
поэтому на всемъ протяжени. оть узла С до непосредственной близости 
къ узлу ) т%ло. отклоняется отъ своей орбиты въ одну сторону и, сл$до- 
вательно, придя въ этоть узелъ, оно будетъ находиться вЪ наибольшемъ 
удаленви отъ первоначальной плоскости СР и значить пройдетъ черезъ 
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плоскость ЕУТ не въ точкЪ 2—узлЪ плоскости СД, но въ точкЪ, которая 
продвинута въ сторону тфла 5, слфдовательно новое положене узла см$- 
стилось навстрфчу движеня тЪла Р. По этой причин при каждомъ обо- 
рот тла узлы будутъ продолжать перемфщалься въ ту же‘сторону. Итакъ, 
когда узлы находятся въ квадратурахъ, то они постоянно перем$щаются 
на встрфчу движеню тФла; въ сизимяхъ, когда’ движене по широт не 
возмущается, узлы неподвижны; въ промежуточныхъ положешяхъ, гдЪ 
предыдупия условя ослаблены, узлы перемфщаются медленнЪе; слфдова- 
тельно, вообще, узлы перемфщаются въ сторону, обратную движен!ю, ` 
оставаясь при: нфкоторыхъ обращеняхъ неподвижными. 

Сльдетве 12. Вс описанныя въ предыдущихъ слфдетв1яхъ отступле- 
ня немного болфе въ соединеняхъ тфлъь Ри ©, нежели въ ихъ про- 
тивостояшяхъ, вслфдотв!е большей величины силъь ММ и МТ, производящихъ 
эти отступлетя. 

Сллъьдстве 18. Такь какъ причины явлений, указанныхъ въ предыду- 
щихъ слфдетняхъ не зависятъ оть величины тфла ©, то все предыдущее 
имфеть м%ето и въ томъ случаф, когда величина тфла 6 такова, что около 
него будетъ обращаться система двухъ тфлъ Ри 7. Но такъ какъ при уве- 
личенш тфла © увеличивается и его притягательная сила, отъ которой 
собственно и происходятъ возмущен!я тфла Р, то веЪ эти возмущеня при 
равныхъ разстояняхъ будуть больше въ этомъ посл$днемъ случа, нежели 
въ томъ, когда тфло 5 обращается около системы двухь тфлъ Ри 1. 

Сльдсетве 14. Такъ какъ силы ММ и МГ, когда тЪло © весьма от- 
даленное, приблизительно пропорщональны силф ЗК и отношенйю силы 
РТ къ ЭТ, т.-е. когда задано какъ разстоян!е РТ, такъ и абсолютная сила 
тЪла 5, эти возмущаюния силы обратно пропорцональны 51°. Но силы 
ММ и МГ, составляютъ причины веЪ$хь возмущенй и всфхъ явлешй, о 
которыхъ сказано въ предыдущихь слфдетвяхъ, то ясно что, при сохра- 
нен!и системы тфльъ Ги Ри измфневи лишь разстояня БТ и абсолют- 
ной силы тфла 5, вс сказанныя проявлетя приблизительно прямо про- 
порщюнальны абсолютной силф тфла 5 и обратно пронорцюнальны кубу 
разстояшя ЭТ. Поэтому, когда система т5ль Ги Р обращается около весьма 
удаленнаго тБла 5, то силы ММ и ИГ и ихъ дЪйствя будуть (сл. 2 и 6 
пр. ТУ) обратно пропорцюнальны квадрату времени обращен1я. Наконецъ, 
если величина тфла © пропоршональна его абсолютной силЪ, то возмущаю- 
пая силы ММ и МГ, и ихь дЪйств!я будутъ прямо пропорщональны кубу 
видимаго д1аметра тфла 5, усматриваемато съ тфла Т и, наоборотъ, ибо 
это отношене то же самое, какъ обратное отношен1е куба разстоянйй. 

Олюдетве 15. Поэтому, если сохраняя видъ и соотношен!я, а также 
и взаимное наклонеше орбить ЕЗЁ и РАБ, измфнять лишь ихъ размёры 
и при этомъ или сохранять или измфнять въ какомъ-либо постоянномъ 
отношен!и абсолютныя силы тфлъ би Т, то веб силы (т.-е. притяжеше 
тБломъ Т, дЪйстыемъ котораго т$ло Р уклоняется отъ своего прямолиней- 
наго пути и вынуждается описывать свою. орбиту РАБ и сила тфла 5, ко- 
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торою это тло Р отклоняется отъ своей орбиты) ‘будуть дЪйствовать все 
время подобнымъ образомъ и въ подобной пропорщи, такъ что вс$ ихъ 
проявлен!я будутъ подобны и пропорщональны своимъ временамъ, т.-е. 
всЪ линейныя отклонен!я будутъ пропоршюональны даметрамъ орбитъ, вс 
утловыя будуть одинаковы и времена подобныхъ линейныхъ отклоневй 
или равныхь угловыхъ будутъ пропорцюнальны временамъ обращеня по 
орбитамъ. 

Слъдстве 16. Слфдовательно, если заданы видъ и взаимныя накло- 
нен1я орбитъ и измфняются какъ бы то ни было массы тЪлъ, силы и раз- 
стояня, то по извЪетнымъ въ какомъ-либо случаз отклоненшямъ и ихъ пе- 
р!одамъ можно вывести весьма близко величины отклонен и ихъ пер1оды 
для всякаго другого случая по сл$дующему способу. 

Силы ММ и МГ при сохранен!и всего остального пропоршональны 
ралусу ТР и производимыя ими дЪйствыя (по слфд. 2 л. Х) пропоршо- 
нальны этимъ силамъ и квадратамъ времени дЪйств1я ихъ, т.:е. квадрату 
времени обращеня тфла Р. 

Въ такой пропорши находятся линейныя величины отклонен!й тфла Р, 
слФдовательно угловыя уклонен]я, усматриваемыя изъ центра, 7 (т.-е. пере- 
мфшеня апсидъ и узловъ, а также и видимыя уклоненя по широт и дол- 
готБ) будуть при всякомъ обращеншм тфла Р приблизительно пропори1о- 
нальны квадрату пер1ода этого обращен1я. Соединяя это отношене съ от- 
ношешями сл. 14, получимъ, что въ систем тфлъ Т, Р; ©, въ которой 
т$ло Р обращается около ближайшаго къ нему тфла Т, это же посл днее 
обращается около весьма отдаленнаго тфла 5, угловыя отклонен!я тфла Р, 
уематриваемыя изъ центра т$ла 7 будуть въ каждомъ отдфльномъ обра- 
щеши тфла Р прямо пропоршональны ‘квадрату перода тфла Р и обратно 
пропорщональны квадрату перода обращен!1я тфла Т. СлЪдовательно, сред- 
нее движене вершинъ (апсидъ) будетъ находиться въ постоянномъ отно- 
тени къ среднему движению узловъ, ибо каждое изъ этихъ движений въ 
отдфльности прямо пропорщонально квадрату пер1ода. обралцения тзла Р и 
обратно пропоршонально квадрату пер1ода, обращен!я тФла 7. Движеня вер- 
шины и узловъ не измфняются чувствительнымъ образомъ отъ увеличен!я 
или уменьшен!я эксцентриситета и наклонности орбиты РАВ, если только 
эти изм$неня не слишкомъ велики *'5). 


116) Въ этомъ ГХУ!Г предложен и въ его слёдетыяхъ Ньютонъ ука- 
зываетъ обпий характеръ возмущен, движетя близкато къ круговому 
одного тфла вокругъ друтого (луна около земли) дЪйствемъ третьяго, отъ 
нихъ весьма далекаго (солнца). Это предложен1е служитъ основашемъ 
теор1и луны, излатаемой Ньютономъ въ третьей книг, поэтому мы оста- 
новимся на его пояснени н$сколько подробнЪе, давъ аналитическое раз- 
вите выраженй т$хь измфненй элементовъ орбиты, для которыхъ въ 
текст дано лишь построеше, и общее указане. Но такъ какъ это примЪ- 
чан!е слишкомъ обширно, оно отнесено къ концу первой книги. 
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Сльдстве 17. Такъ какъ длина, Г.М иногда больше, иногда меньше ра- 
дтуса РТ, то среднее значене этой силы можетъ быть представлено длиною 
радуса РТ, и отношене этой силы къ средней величин ЗК или 5М силы 
БР (вместо ЭМ можно брать и ЭТ) будетъ равно отношен!ю длины РТ къ 
длинф ЮТ. Но отношеше средней величины силы 5М или ЭТ, которою 
т$ло т удерживается на своей орбит$ при обращен!и вокругь тфла 5, къ 
той силБ, которою т5ло Р удерживается на своей орбит при обращенш 


его вокругь тфла 7, равно произведению отношен!я Г. на квадратъ отно- 


шен!я перода обращении тЪла Р вокругь тфла Т къ перюду обращения 
тфла 7 около 5. Отсюда по равенству отношевй слфдуетъ, что средняя 
величина силы 1, относится къ той силЪ, которою т$ло Р удержива- 
лось бы на своей орбит$ при обращен вокругъ 7’ (т.-е. къ такой силЪ, 
подъ дЪйств1емъ которой тфло Р могло бы обращаться съ тЪмъ же перю- 
домь около точки Т въ заданномъ разстоянш Р7”) какъ квадраты выше- 
упомянутыхъ пер!одовъ. Такимъ образомъ по изв$стнымъ перодамъ обра- 
щен!я и разстояню РТ найдется средняя величина силы ЛМ, послЪ же 
того, какъ эта величина найдена, опредфлится и приближенная величина 
силы ММ по пропорщи длинъ РТ и ММ. 

Сльдсетве 18. Вообразимъ, что по т5мъ же законамъ, какъ тфло Р 
обралцается вокругъ тфла 7, около этого же тфла 7 обращается и нЪсколько 
жидкихь тфлъ, находящихся отъ него въ одинаковомъ удалении, и что затмъ 
эти жидюыя тфла отъ взаимнаго сближешя слились въ одно жидкое круго- 
вое кольцо концентричное съ тфломъ 7. Отдфльныя части кольца, слБдуя 
въ своихъ движешяхъ законамъ движен!я тфла Р, будуть приближаться 
къ тфлу Ти двигаться быстрфе въ своихъ соединен1яхъ съ тфломъ ©, не- 
жели въ квадратурахъ. Узлы этого кольца, т.-е. точки перес$ченя его съ 
плоскостью орбиты тфла 5 или Т, находятся въ стояняхъ въ сизийяхъ, 
вн же сизиши узлы движутся попятно и скорость этого движеня въ 
квадратурахъ наибольшая. Наклонене кольца будетъ изм$няться и его ось 
при каждомъ оборот будетъ совершать колебаня, по совершен!и же коль- 
помъ полнаго оборота, эта ось возвратится къ своему прежнему положен!ю, 
отступая отъ него лишь постолько, наскольку она отнесена велфдетые пре- 
цессли узловъ. 

СОльдстве 19. Вообрази теперь, что т5ло 7 имфеть форму шара и 
состоить изъ вещества, не жидкаго, что оно увеличено и распространено до: 
сказаннаго кольца, что по обводу этого т$ла сдфлана выемка, заполнен- 
ная водою, и что это тфло равномфрно вращается около своей оси, дфлая 
обороть въ такое же время, какъ время обращенйя сказаннаго кольца. 
Жидкость, то ускоряясь, то замедляясь, будеть обладать въ сизипйяхъь 
большею скоростью, въ квадратурахъ меньшею, нежели поверхность шара, 
и поэтому будетъ поперем$нно въ своей выемк$ то приливать, то отливать, 
подобно морю. При обращен!и же около шара, коего центръ въ покоЪ, когда 
нфть притяжен!я т$ла 5, вода не имфла бы ни приливовъ, ни отливовъ. 
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Въ такихъ условяхъ находится также шаръ, движупийся равномфрно по 
прямой лии и въ то же время вращаюпийся около своего центра (сл. 5 
зак.), а также и шаръ, отвлекаемый равномфрно (т.-е. постоянною силою) 
отъ своего прямолинейнаго пути (сл. 6 зак.). Но если приблизить т%ло ©, 
то отъ неравномфрнаго его притяжен!я вода будетъ возмущаться, приэтомъ 
притяжете ближайшихъ частей воды будетъ больше, дальнЪйшихъ слабЪе. 
Сила Г.М, дЪйствуя на воду внизъ (къ центру тфла 7) въ квадратурахь, 
заставила бы ее опускаться на всемъ протяженш до сизишй, сила же КГ, 
дЪйствуя на воду вверхъ, заставила бы ее, противодЪйствуя ея опуска- 
ню, подниматься на всемъ протяжени до квадратуръ, такъ происходило бы 
приливное и отливное движене, если бы оно не замедлялось тренемъ и 
направляющимъ влляемъ береговъ выемки. 

Олльдетве 20. Если кольцо затвердЪетъ и разм5ры шара уменьшатся, 
то приливное движене прекратится, но колебательное движеше наклонности 
оси и прецесая узловъ сохранятся. Пусть шаръ вращается вм$стЪ съ 
кольцомъ около той же самой осм, время обращен1я шара и кольца одно и 
то же, и поверхность шара прилегаетъ къ внутренней поверхности кольца 
и съ нею связана неразрывно, тогда шаръ будетъь участвовать въ движе- 
н1яхъ кольца, будетъ колебаться вм$стЪ съ нимъ, и узлы будутъ отступать. 
Шаръ, какъ будетъ сказано ниже, самъ по себЪ безразличенъ къ воспрая- 
тио усилй, кольцо, окружающее шаръ, должно имфть наибольпий уголъ 
наклоненя, когда его узлы въ сизимяхъ, слфдовательно, при переход® 
узловъ къ сизимямъ оно побуждается измфнять свое наклонеше и оть 
этого побужденя будетъ сообщаться движене всему шару. Шаръ будетъ 
сохранять сообщенное ему движене до тфхъ поръ, пока кольцо, подъ вл1я- 
вемъ противоположнаго дфйствя, это движеве поглотитъ и затфмъ сооб- 
щитъ новое движене въ противоположную сторону, по этой причинЪ наи- 
большее движене въ сторону уменьшен!я наклоненмя будетъ когда узлы 
въ квадратурахъ и наименьпий уголъ наклонен!я, когда, они въ октантахъ 
посл квадратуръ. ЗатЪмъ наибольшее движене по возстановлению наклон- 
ности будетъ въ сизийяхъ, наибольший ея уголъ въ ближайшихъ къ нимъ 
октантахъ. Въ совершенно подобныхъ усломяхъ находится и шаръ, не 
имфющЙ кольца, но который въ экваторальныхъ областяхъ или нФсколько 
вздуть и шире, нежели у полюсовъ, или состоить изъ вещества боле плот- 
аго. Избытокъ вещества въ экваторальной области и замфняетъ собою 
кольпо. 

Если предположить, что центростремительная сила шара какимъ бы то 
ни было образомъ увеличена такъ, что веб его части стремятся внизъ 
подобно тяжелымъ т$ламъ на землф, то явлешя, изложенныя въ этомъ и 
въ предыдущемъ слЪдетняхъ отъ этого почти не изм$нятся, а лишь мфста 
наибольшей и наименьшей высоты воды будуть друмя. Въ настоящемъ 
случаЪ вода будетъ оставаться на своей орбитЪ, удерживаясь не центро- 
бъжной силой, но выемкою, въ которой она течеть. Кром того сила 
ТМ дЪйствуетъь на воду внизъ съ наибольшимъ напряжешемъ въ ква- 
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дратурахъ, сила АГ, = ММ — Г.М дЬйствуетъь на нее вверхь съ наи- 
ббльшимъ напряжешемъ въ сизимяхъ. Соединенное дЪйств!е этихъ силъ 
въ октантахъ предшествующихь сизимямъ перестаетъ быть направлен- 
нымъ внизъ и начинаетъ направляться вверхъ; въ октантахъ послЪ сизипй. 
оно перестаетъ быть направленнымъ вверхъ и начинаетъ направляться 
внизъ, поэтому наибольшая высота воды должна бы находиться приблизи- 
тельно въ октантахъ послЪ сизиШйи, наименьшая въ октантахъ послЪ. 
квадратуръ поскольку восходящее и нисходящее движее воды, вызывае- 
мое дёйстыемъ этихъ силь, сохраняется нфсколько доле всл$детые инерши 
и прекращается н$феколько ранфе вслфдстве препятствий въ выемк®. 

Слюдстве 21. Причина, велЪфдетые которой избыточное количество 
вещества на экватор заставляеть узлы отступать, заставитъ скорость 
отступан!я при увеличени этого избытка увеличиваться, при уменьшения 
уменьшаться и при отсутстви прекратиться. Если же снять вещества. 
болфе, нежели его было въ избыткЪ, т.-е. если шаръ сдфлать по экватору 
или вдавшимся внутрь, или мене плотнымъ, нежели у полюсовъ, то дви- 
жене узловъ обратится въ прямое. 

Слъдетве 22. Слфдовательно, и обратно по движению узловъ можно 
судить о строен шара, а именно если м$ета полюсовъ на шарЪ сохра- 
няются и движене узловъ попятное, то по экватору имфется избытокъ 
вещества, если же это движене прямое—то недостатокъ. Вообрази сперва 
совершенно однородный и правильный шаръ, покоюцийся въ свободномъ 

’нространетвЪ, пусть затфмъ отъ дЪйств!я какого-либо натиска, произведен- 
наго наклонно къ его поверхности, шаръ пришелъ въ движене, и что 
затЪмъ онъ продолжаетъ это частно вращательное, частно прямолинейное 
движене. Такъ какъ такой шаръ совершенно безразличенъ ко всякой оси, 
проходящей черезъ его центръ и не отдаетъ предпочтен1я какой-либо оси 
или какому-либо ея положено передъ всякимъ другимъ, то очевидно, что 
ни своей оси, ни ея наклонен!я (т.-е. направлетя въ пространств®) онъ 
заключающейся въ немъ самомъ силой изм$нить не можеть. Пусть этотъ 
шаръ подвергается еще какому-нибудь новому наклонному натиску въ 
той же части своей поверхности, какъ и прежде, такъ какъ отъ того раньше 
или позднфе будетъ произведенъ натискъ, дЪйстве его не измфняется, то 
ясно, что эти два натиска, будучи приложены послфдовательно, произве- 
дутъ то же самое количество движевя, какъ и при совмфстномъ и одно- 
временномъ ихъ приложен!и, т.-е. то же самое, какъ если бы на шаръ по- 
дЪйствовала ‘одна сила, составленная по 2-му ел$д. зак. изъ обфихъ, слБ- 
довательно, получится одно простое движеше около оси, имфющей постоянное 
наклонене. Совершенно то же относится и до второго натиска, ` произве- 
деннаго въ какомъ-либо иномъ мЪстЪ не лежащемъ на экваторЪ перваго. 
движен!я, также и до перваго натиска, если его произвести въ какомъ- 
нибудь мЪстЪ, не лежащемъ на экватор% движен1я, произведеннаго вторымъ 
натискомь безъ перваго, поэтому, если оба натиска будутъ произведены 
въ двухъ разныхъ м$етахъ, то они произведутъ такое же вращательное 
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движене, какъ если бы ихъ приложить одновременно и совместно въ 
точкЪ перес$чен!я экваторовъ движенй, производимыхъ каждымъ изъ нихъ 
порознь. Поэтому правильный и однородный шаръ не удерживаеть нЪ- 
сколькихъ различныхъ движевй, но всЪ движеня, ему сообщенныя, ела- 
таются въ одно и поскольку шаръ предоставленъ самому себЪ, онъ будетъ 
обладать только однимъ простымъ и равном$рнымъ вращенемъ около 
одной оси, сохраняющей все время неизмнное направлеше, и ни отъ 
центростремительной силы, ни отъ скорости поступательнаго движен!я на- 
правлеше оби измфняться не можетъ. Если вообразить, что плоскостью, 
проходящей черезъ его центръ и черезъ центръ силъ, шаръ раздфленъ на 
два полушария, то эта сила будетъ дЪФйствовать на оба полушар!я одина- 
ково и поэтому такая сила не можеть сообщить шару никакого враща- 
тельнаго движен1я. Но если гдЪ-нибудь между полюсомъ и экваторомъ до- 
бавить нфкоторое новое количество вещества, собраннаго какъ бы въ вид% 
торы, то оно нарушить правильность движен!я шара и будетъ производить 
по его поверхности перембщене полюсовъ, которые будуть описываль 
по поверхности шара круги около первоначальнаго своего мфста. Величина 
этого перемфщен!я полюсовъ не можетъ быть устранена иначе, какъ по- 
мЪетивъ сказанную гору или въ одномъ изъ полюсовъ, въ каковомъ елу- 
чаЪ (сл. 21) узлы экватора будутъ  перемфщалься прямымъ движешемъ, 
или же на экваторЪ, въ каковомъ случаЪ$ по указанной въ слЪд. 20 при- 
чинЪ узлы будутъ отступать, или же, наконецъ, прибавивъ новое коли- 
чество вещества по другую сторону оси, которымъ сказанная гора ’‘уравно- 
вЪшивалась бы при движени, въ каковомъ елучаЪ узлы будуть пере- 
мфщаться или прямымъ, или попятнымъ движенемъ, смотря по тому, 
будутъ ли прежняя гора и это вновь прибавленное вещество ближе къ 
полюсу или къ экватору. 


Предложене ЕХУП. Теорема ХХУН. 


Предполалая, что законы притяженя тль же, утверждаю, что 
наружное тмьло 5 описывает» радёусами, проведенными кз центру тя- 
жести О двуль внутреннихь тьлз Ри Т, площади, болье близая къ 
пропорийональности и орбиту, болье ‘близкую кз эллитсу, имющему 
свой Ффокусь в сказанномь ценит, нежели. оно описывало бы около сфе- 
диннаю и наибдльшалю тьла Т. 

Притяжен!я тЪла 5 (фиг. 101) къ т$ламь Ти Р ‘по соединеви и 
составляютъ полную силу, дфйствующую на тЪ%ло 5. Эта сила направ- 
ляется ближе къ центру тяжести О тЪлъ Г и Р, нежели къ большему изъ 
тёль Ги ближе къ обратной пропорц1ональности квадрату разстояшя 50 
до этого центра тяжести, нежели квадрату разстоян!я 57; на основави этого 
высказанное утверждене легко устанавливается. 


Е 


Предложене ЕХ\УШ. Теорема ХХУШ. 


Предпололая законы притяженй тъми же самыми, утверждаю, 
что внъшнее тъло 5 описывает» рабусами, проведенными к5 центру 
тяжести внутреннихь тьль Ри Т, площади, болье близтя къ про- 
порцональности времени и орбиту, болъе близкую кз эллитсу, имюю- 
щему фокусь в5 этомз центрь тяжести, если срединное ‘и наибдл- 
шее зттьъло такз же какз и прошя тьла, приводится этими притя- 
женями, в5 движене, нежели в том случаль, козда это ттьло не подветаясь 
прилпяженю, остается в5 поко® или подвелаясь зораздо боллье сильному 
или 10раздо болье слабому притяженю, возмущается. в5 10раздо_ ббль- 


щей или 10раздо меньшей степени. 

Это можно было бы доказать почти такимъ же образомъ, какъ и 
предложене ГХУ!, но боле сложнымъ разсуждеемъ, которое поэтому 
опускаю. Достаточно будетъ оцфнить это дБло такъ: изъ доказательства, 
предыдущаго предложен!я сл$дуетъ, что тотъ центръ, къ которому напра- 
вляется дЪйствующее на тфло 5 (фиг. 101) составное притяжене двухъ 
прочихъ, ближе къ ихъ центру тяжести, нежели къ наибольшему изъ тЪлъ. 
Если бы этотъ центръ притяжен!я двухъ тфлъ совпадалъ съ ихъ центромъ 
тяжести и обпий центръ тяжести вефхъ трехъ тЪльъ находился бы въ по- 
коф, то тЪло 5 съ одной стороны и сказанный центръ тяжести двухъ про- 
чихъ описывали бы въ точности эллипсы вокругъ общаго центра тяжести 
всей системы, находящатося въ покоф. Это сл$дуетъ изъ пр. ГУШ сл. 9 
по сопоставлен!йи его съ доказаннымъ въ предложен1яхъ [ХУ и [ХУ. По- 
этому эллиптическое движене возмущается отчасти отъ несовпаденя центра 
тяжести двухъ тфлъ съ тфмъ центромъ, къ которому притягивается т$ло ©. 
Если же, кромЪ того, сообщить еще движене и центру тяжести всей си- 
стемы, то возмущене еще увеличится. Поэтому возмущен наименьшее, 
когда обиий центръ тяжести въ покоф, а это будетъ, когда срединное и 
наибольшее тфло притягивается по тёмъ же законамъ, какъ и прошя; воз- 
мущене всегда будетъ больше, когда обиий центръ тяжести вефхъ трехъ 
тЪлъ, вслёдстве уменьшеня движен!и тфла 7, начнетъ двигаться и будетъ 
все болЪе и боле перемфщаться. 

Слюдетве. Отсюда можно заключить, что когда нЪфсколько меньшихъ 
тфлъ обращаются около наиббльшаго, то описываемыя орбиты ближе под- 
ходять къ эллиптическимъ и описаше площадей совершается болфе равно- 
мЪфрно, когда эти тфла взаимно притягиваются съ ускорительными силами 
прямо пропоршональными ихъ абсолютнымъ силамъ и обратно пропорцю- 
нальными квадратамъ разстоян!я и оттого возмущаются. Фокусъ всякой 
орбиты надо брать въ общемъ центр тяжести всфхъ внутреннихь тфлъ 
(т.-е. фокусъ первой и самой внутренней орбиты надо брать въ центрЪ 
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тяжести наиббольшаго и самого внутренняго тфла, фокусъ второй орбиты 
въ центр$ тяжести двухъ внутреннихьъ тфлъ, фокусъ третьей орбиты въ 
центрЪ тяжести трехъ внутреннихъ и т. д.), при такомъ услови возмуще- 
ня будуть меньше нежели въ томъ случа, когда самое внутреннее т%ло 
было бы въ покоЪ и его бы взять за обний фокусъ вефхъ орбитъ. 


Предложене 1ЖХ. Теорема ХЖХ. 


Бё системь мноижь тъль А, ВБ, С, Пин. д., если какое-либо 
тъло А притяиваеть всь прощя съ ускорительными силами обратно 
пропорипональными . квадратамь фазстоянй 090 этою притязивающало 
тиъла, если также и второе тъло Б притязиваеть всь прошя птьла 
А, С, Г) ит. 0. с5 силами обратно пропорональными квадратамь 
фразстоянёй д0 этою притячивающалю тьла, то абсолютныя силы при- 
тяивающихь тъль А и В будуть относиться друв кз дрфу какь 


массы соотвътствующихь тлъль, коимь эти силы принадлежать. 

По предположению ускорительныя силы притяжен!я всЪхъ тфлъ В, С, 
Ш)... тфломъ А при равныхъ ихъ разетояняхь до него‘между собою равны, 
точно также всф ускорительныя силы притяжен1я прочихъ тфлъ тфломъ В 
при равныхъ ихъ до него разстояняхъ между собою равны. Но абсолют- 
ная сила притяженя тфла А такъ относится къ абсолютной силЪ притя- 
жен!я тфла В, какъ ускорительная сила притяжен1я всфхъ тфлъ тфломъ А 
относится къ таковой же для тфла В при равныхъ удалешяхъ отъ этихъ 
тфльъ. Въ такомъ же отношеши находится и ускорительная сила притя- 
женя тЪфла В тБломъ А кь ускорительной сил притяженя тфла А т5- 
ломъ В. Но это послфднее отношен!е равно отношению массы ''7) тфла А 
къ массЪ тфла В ибо движуция силы, которыя по опредфленямъ 2, 7Ти8 
пропорцюнальны ускорительнымъ силамъ и массамъ притягиваемыхъ т$лъ 
по 3-му закону между собою равны. Сл$довательно, абсолютная притяга- 
тельная сила тфла А относится къ абсолютной притягательной силф тфла 
В какъ масса т$ла А къ массЪ тфла ВБ. 

Олюдстве 1. Такимъ образомъ, если каждое изъ тфль системы 4, Б, 
С, р ит. д. въ отдфльности притягиваетъ всЪ прочая съ ускорительными 
силами обратно пропорцюональными квадратамъ разстоявй до притягиваю- 
щаго тфла, то абсолютныя силы всфхъ этихъ тфль будутъ пропорщюнальны 
ихъ массамъ. 

Олъдетве 2. Въ силу такого же разсужденя можно заключить, что 
если отдёльныя т%ла системы А, В, С, 0)... разсматриваемыя порознь 


17) Въ текст сказано: «и тазза согройз А а4 таззат согром$ В»— 
это есть одно изъ немногихъ мфстъ въ «Началахъ», гдЪ употребленъ тер- 
МИНЪ «тазза согрог!$» — «масса т$ла» а не просто «согриз» — «Т$ло» для 
выражен!я того же самаго понят. 
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притягиваютъ всф проч1я тфла съ ускорительными силами, которыя про- 
пори1ональны или прямо или обратно какой-угодно степени разстоян!я до 
притягивающаго тфла или слфдуютъ вообще какому-угодно закону въ за- 
висимости только отъ разстоятя до притягивающаго т$ла, то абсолютныя 
силы этихъ тфлъ пропорпональны ихъ массамъ. 

Сльдетве 3. Въ систем$ тфлъ, въ которой силы убываютъ пропор- 
цонально квадратамъ разстоянй, и меньшя т%ла обращаются съ возмож- 
ною точностью по эллипсамъ, имфющимъ своимъ фокусомъ центръ наи- 
большаго тфла, описывая радусами проведенными къ этому фокусу пло- 
щади, весьма близкая къ пропорцюональности временамъ, абсолютныя силы 
тфльъ относятся между собою или въ точности или весьма близко какъ. 
массы тфлъ и наоборотъ. Это слфдуетъ изъ слдетвй предложения (ХУПТ 
и слфд. 1 этого предложея. 


Поученйе. 


Эти предложеня приводятъ къ пропорщональности между центростре- 
мительными силами и массами тЪхъ центральныхъ тфлъ, къ которымъ эти 
силы направляются. Но разумно и такое предположен!е, что силы, которыя 
направляются къ какому-либо тфлу, зависять и отъ его величины и отъ его 
природы, какъ это иметь мфето для магнитовъ. Когда ветр$чаются подобные 
случаи, то притяженя т$лъ надо разечитывать, приписывая отдфльнымъ 
частипамъ соотвтетвуюния силы и составляя сумму силъ. Подъ словомъ 
«притяжене» я разумЪю здфсь вообще какое бы то ни было стремлеше 
тфлъ къ взаимному сближеню, происходить ли это стремлеше оть дЪй- 
стыя самихъ т®лъ, которыя или стараются приблизиться другъ къ другу, 
или которыя приводятъ другъ друга въ движеше посредствомъ испускае- 
маго ими эфира, или, если это стремленше вызывается эфиромъ или возду- 
хомъ или вообще какою-либо средою, матеральною или нематерлальною, 
заставляющей погруженныя въ нее тфла приводить другъ друга въ дви- 
жене. Въ этомъ же смысл я употребляю и слово «натискъ» или «на- 
поръ», изелдуя въ этомъ сочинени не виды силъ и физичесвя свойства 
ихъ, а лишь ихъ величины и математичесяя соотношетя между ними, 
какъ объяснено въ опредфленяхъ. Математическому изелфдованшюо подле- 
жатъ величины. силь и тЪ соотношетя, которыя слфдуютъ изъ произ- 
вольно поставленныхъ услов. Затфмъ, обращаясь къ физикЪ надо эти 
выводы сопоставить съ совершающимися явлетями, чтобы распознать, 
каюя же условя относительно силъ соотвфтетвуютъ отдфльнымъ видамъ 
обладающихъ притягательною способностью тЪлъ. Посл того, какъ это 
сдфлано, можно будетъ съ большею увЪренностью разсуждать о родахъ 
силъ, ихь причинахъ и физическихъ между ними соотношешяхъ. Итакъ, 
раземотримъ съ какими силами должны дЪйствовать другъ на друга тЪла 
сферической формы, составленныя вышеуказаннымъ образомъ изъ частицъ, 
и каыя движен!я отъ этого должны происходить. 
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ОТДЪЛЪ ХП. 
О притягательныхъ силахъ сферическихъ тЪлъ. 
Предложене ЁХХ. Теорема ХХХ. 


Если кз отдюльнымь точкам сферической поверхности направлены 
равныя центростремительныя силы убываюийя въ отношении. квадратову 
разстоянйй 00 этиль точекз, то частица '8) помъщенная внутри 
этой поверхности оть такихь силь ни вз какую сторону притяженя 
не испьытываеть. 

Пусть НУКТ, (фиг. 102) сказанная сферическая поверхность, Р ча- 
стица внутри ея находящаяся; проведемъ черезъ Р двЪ прямыя НК и “Г, 
заключаюния весьма малыя дуги НУ, КГ, такъ какъ треугольники НР-У 
и ГРК (т. УП сл. 3) подобны, то эти весьма малыя дуги будуть 
пропорщональны разстояшямь НР и РГ, и весьма малыя части сфе- 
рической поверхности прилегаюпия къ НУ и КГ и отраниченныя пря- 
мыми проведенными черезъ точку Р будуть находиться въ отношеви ква- 
дратовъ длинъ РН и РК, сл$довательно, силы притяжен!я этихъ малыхъ 
частей поверхности на точку Р между собою равны, ибо эти силы прямо 
пропорцональны этимъ частямъ поверхности и обратно пропорщональны 
квадратамъ разстояй. Эти же два отношен!я по перемножени дають 1, 
слфдовательно, эти притяжен!1я направленныя въ противоположныя стороны 
взаимно уничтожаются. Изъ этого разсужденя слфдуетъ, что притяжене 
всей сферической поверхности, какъ состоящее изъ противоположныхъ эле- 
ментовъ уничтожается, сл$довательно, частица Р ни въ какую сторону 
этимъ притяженемъ къ движен!ю не побуждается. 


8) Подъ словомъ «точки» (рипба) сферической поверхности надо 
разумёть безконечно-малые элементы этой поверхности, причемъ притя- 
жене каждымъ элементомъ предполагается пропорцональнымъ его площади, 
такъ что притяженя элементами равными по площади равны — это и вы- 
ражается словами: «къ отдфльнымъ точкамъ поверхности направляются 
равныя центростремительныя силы. 

Когда же говорится о «точкахъ» тЪла, то надо разумЪть безконечно- 
малые элементы его объема, и притяжеше принимать пропорщональнымъ 
величин этого объема (для однородныхъ тфлъ). 

Притягиваемую массу Ньютонъ обозначаеть словомъ «согризсиит» — 
тЪльце; въ перевод$ принято слово «частица», «тФло» или «масса», при- 
чемъ надо имЪть въ виду, что размфры этой притягиваемой частицы пред- 
полагаются безконечно-малыми, такъ что при теперешней терминолопи эти 
слова равносильны термину «матерлальная точка». 
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Предложене ЁЕХХ!. Теорема ХХХ!. 


При тьхь же предположеняхь утверждаю, что частица, находя- 
щаяся внъ сферической поверхности притязивается къ центру сферы 
с5 силою обратно пропорийональною квадрату ея разстояная 00 центра 
сферы. 

Пусть АНКВ, а (фиг. 103) двЪ равныхъ сферическихь поверх- 
ности описанныхъ изъ центровь биз на дщаметрахъ АБ и 95, Рир 
частицы лежания на продолжен! этихъ д1аметровъ. Проведемъ черезь Р 
ир прямыя РНК, РУГ, р, ри, отскаюпия отъ большихъ круговъ АНБ 
и айБ равныя дуги НК и 1, УГ, и И и опустимъ на эти прямыя перпен- 
‘дикуляры БЛ и 34, БЕ и зе, /В и", изъ коихь В) и 54 перес$каютъ 
РТ, и 21 въ Ри. Опустимъ также на даметры перпендикуляры -/@ и 44. 
Когда углы ОРЕ и аре безконечно-малые, то въ виду равенствъ 175 = 4 
и Иб—==ез длины РЕ съ РЕ и фе съ р! и отрфзочки ОЕ съ 4} можно 
счесть за равные, ибо предфльныя ихъ отношен!я при совм$стномъ исче- 
заши угловъ ОРЕ и аре равны единипф. На основан!и этого будетъ: 


В РВ. ОЕ, 
ФГ: ра == а: = ОЕ: 2%. 
Отсюда: 
ео РНЕ НУ м (ам Ч. 


Съ другой стороны: 
РЕ ДОУ 
05:11 = 56:19 =0Ё : 44. 


Откуда: 
рр: ВЫ ЕО чьи о и О) 


По перемножени пропоршй (1) и (2) получится: 
У. рр. 05.0. РЕ. РОН). 99% 


послфднее же отношеше равно отношеншо частей сферическихъ поверхно- 
стей (шаровыхъ поясовъ) описываемыхъ дугами УМН и ф при обращен 
полукруговь АКВ и а около.даметровь АБ и аб. Силы же, съ кото- 
рыми отдфльные элементы этихъ поясовъ притягиваютъ къ себф частицы 
Ри р по предположению пропорщональны величинЪ этихъ элементовъ и 
обратно пропорщональны квадратамъ разстоявйй до нихъ, т.-е. относятся 
другъ къ другу какъ 24 .р5:РЕ. РБ. Но эти силы такъ относятся къ 
своимъ составляющимъ (сл. 2 зак.) направленнымъ по прямымъ РБ и 15 
къ центрамъ шаровъ какъ Р.: РО и какъ #:р4а, т.-е. въ виду подоймя 
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треугольниковъ Р-© и РЗЁ, ра и р5{ какъ Р5: РЕ и какъ рз : р{. Отсюда 
слБдуетъ, что притяженше частицы Р къ центру 5 относится къ притя- 
женю р къ $ какъ 


ри. 91.08. РИ. Ро №5 
ВВ ра АРА: 


На основан!и такого же разсужденя и притяжен!я поясовъ описан- 
ныхъ дугами КГ, и 11. находятся другъ къ другу въ томъ же отношении 
25°: РБ?, слфдовательно, въ этомъ же отношен!и будуть находиться и при- 
тяжен1я всфхъ шаровыхъ поясовъ, на которые разобъется каждая изъ сфе- 
рическихъ поверхностей если брать постоянно 


ЗЕ о и, зе — 5 


Слагая, получимъ, что и силы притяжен!я упомянутыхъ частиць Р. 
.ир цфлымя сферическими поверхностями будуть находиться въ томъ же 
отношении. 


Предложене 1ХХИ. Теорема ХХХИ. 


1 

Если къ отдъльнымь точкамь каною-уюдно шара направляются 
равныя центростремительныя силы, убываюция пропорионально квадра- 
тамь разстоянй до этихжь точекь и задается плотность шара и отино- 
щшенде ею фаметра къ разстоянио частицы д0 ею центра, то я утверж- 


даю, что частица притяивается пропорионально полудаметру шара. 

Вообрази, что дв частицы, каждая въ отдфльности, притягиваются 
двумя шарами, одна однимъ другая другимъ, что разстояве частицъ про- 
порпюнальны д1аметрамъ соотв$тствующихъ шаровъ, и, что эти шары раз- 
лЪлены подобнымъ образомъ на весьма малые элементарные объемы по- 
добнымъ образомъ расположенные относительно притягиваемыхъ частицъ, 
тогда отношевн!е притяженя одной частицы къ отдфльнымъ элементамъ 
притягивающаго’ ее шара къ притяженю другой частицы къ соотв тствую- 
щимъ элементамъ другого шара равно произведено прямого отношен!я 
этихь элементарныхъ объемовъ на обратное отношен1е квадратовъ раз- 
стояй до нихъ. Но эти элементарные объемы пропоршональны полнымъ 
объемамъ самихъ шаровъ, т.-е. кубамъ даметровъ, разстоян1я же по услов!ю 
пропоршональны д!аметрамъ, поэтому, произведее вышеупомянутыхъ пря- 
мого и обратнаго отношен!й равно отношеню д1аметровъ. 

Слъдетве 1. Поэтому, если частицы обращаются по кругамъ вокругъ 
шаровъ, состоящихъ изъ вещества притягивающаго одинаково, и разстоян1я 
частицъ до центровь шаровъ пропорцюнальны д1аметрамъ, то времена 
обращения равны. 

СОльдстве 2. Обратно, если времена обралценйя равны, то разстоян1я 
пропорцюнальны даметрамъ. Оба эти слёдств!я имфютъ мФето на основани 
елфдетыя 3 предл. ТУ. 
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Слъдетве 5. Если къ отдёльнымъ точкамъ двухъ какихьъ угодно 
т$ль, между собою подобныхь, однородныхъ и одинаковой плотности, на- 
правляются равныя центростремительныя силы, убываюния пропорщюонально 
квадратамъ разстоянй, то силы, съ которыми этими тфлами притягиваются 
частицы сходственнымъ образомъ расположенныя, пропоршюональны линей- 
нымъ разм5ренямъ т®лъ. 


Предложенше 1ХХШ. Теорема ХХХ. 


Если кз отдъльнымь точкамь какою-либо шара направляются рав- 
ныя ицентростремительныя силы, убывающия пропорийонально квадра- 
тамь разстоянй 90 зпочекь, то я утверждаю, что частица, находя- 
цаяся внутри шара, притячивается пропорулонально ея разстоянио д0 
ценира шара. 

Пусть въ шарф АВСР (фиг. 104), описанномъ изъ центра 5, пом%- 
щена частица Р. Вообрази, что изъ центра 5 рад1усомъ 5Р описана вну- 
тренняя сферическая поверхность РЕОЕ. Очевидно (по пр. ГХХ), что кон- 
центричесвя сферическля поверхности, изъ которыхъ состоитъ слой АЕВЕ, 
представляющий разность объемовъ шаровь АВС и РЕОЕ, не оказывають 
на частицу Р никакого дфиств!я, ибо ихъ притяжен!я уравнов$шиваются. 
Остается только притяжеше внутренняго птара, которое по пр. ГХХИ про- 
порпюонально разстояншю РБ. 


Поученйе. 


Поверхности, изъ коихъ слагаются тфла, надо здЪсь разум$ть не какъ 
поверхности чисто математичесвя, а какъ чрезвычайно тоные сферическе 
слои, коихъ толщина какъ бы равна нулю, точнфе говоря, какъ слои исче- 
зающей толщины, изъ которыхъ въ предфлЪ состоитъ шаръ, когда число 
этихъ слоевъ увеличивается, толщина же ихъ уменьшается до безконеч- 


ности. 
Подобно этому, подъ словомъ точки, изъ которыхъ разематриваются 


какъ бы состоящими лини, поверхности и тфла, надо ‘разумфть равныя 
между собою частицы пренебрежимо малой величины. 


Предложене ЕХХМ. Теорема ХХХИУ. 


При тьхь же предположенаяхь утверждаю, что частица, распо- 
ложенная вньъ шара, притяливается с5 силою обратно пропорийонал- 


ною квадрату ея разстояная д0 центра шара. 
Ибо если разсматривать, что шаръ состоитъ какъ бы изъ безчислен- 
наго множества концентрическихъ слоевъ, то притяжене каждаго слоя 


‚—^ 
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обратно пропоршюонально «квадрату разстоявня частицы до центра шара 
(.ХХП. Слагая, получимъ, что и сумма этихъ притяжен!и, т.-е. полное при- 
тяжеше частицы шаромъ слфдуетъь той же пропорши. 

Сльдетве 1. Поэтому въ равныхъ разстоявяхъ отъ центровъ одно- 
родныхъ шаровъ притяженя пропорц1ональны объемамъ этихъ ‚шаровъ, 
ибо по пред. ГХХИ, когда разстоян!я пропорцональны д!аметрамъ шаровъ, 
то силы притяжен!я пропорщональны этимъ же д1аметрамъ. Если ббльшее 
разстояне уменьшить въ этомъ отношени, посл чего разстоян1я станутъ 
равными, то сила притяжен!я увеличится въ отношен!и равномъ второй 
степени предыдущаго и, слфдовательно, притяжен!я шаровъ будутъ отно- 
ситься другъ къ другу какъ кубы д!аметровъ, т.-е. какъ объемы шаровъ. 

Слюдетве 2. При любыхъ разстоямяхъ притяженя шаровъ пропор- 
цюнальны объемамъ шаровъ, раздфленнымъ на квадраты разстоянйй. 

Сльдстве 8. Если частица, находящаяся вн однороднаго шара, при- 
тягивается силою обратно пропорцональною квадрату разстоян1я до его 
центра и шаръ состоитъ изъ притягивающихъ частицъ, то сила притяже- 


н1я каждой частицы убываетъ пропорщюнально квадрату разстоян1я до этой 
частицы. й 


Предложене ЕХХУ. Теорема ХХХУ. 


Если кь отдъльнымь точкамъ заданнало` шара направляются рав- 
ныя центростремительныя силы, убываюция пропорийонально квадра- 
тамз разстоянй 00 этихзь ‘точекз, то я утверждаю, что любой та- 
жой шарз притячивается первымь с5 силою обратно пропорийональною 
хвадриту разстоямя между центрами шаров. 

Притяжене каждой отдфльной частицы обратно пропорцонально ква- 
драту ея разстоявйя до центра притягивающаго шара (ГХХУ) и, слЪдова- 
тельно, такое же, какъ будто бы оно происходило отъ одной частицы, 
помфщенной въ центр шара. Полное же притяженйе всего шара такое же, 
какъ и обратное ему притяжене сказанной частицы, если разсматривать, 
что она притягивается каждою частицею второго шара съ такою же си- 
лою, съ какою она сама притягиваетъ эту частицу. Но это притяжене 
частицы шаромъ обратно пропорцюнально квадрату ея разстояшя до центра, 
шара, слБдовательно, и равное ему притяжене шаровъ слЪфдуетъ той же 
пропорщи. 

Слъдстве 1. Притяженя шарами другихъ однородныхъ шаровъ про- 
порпюнальны объемамъ ''?) (массамъ) притягивающихь шаровъ, раздФлен- 
нымъ на квадраты разстоявйй ихъ центровъ до центровъ притягиваемыхъ 
шаровъ. 


119) Въ текстВ сказано: «а{ зрБаегае», что можно перевести и словами 
«пропоршюональны объемамъ шаровъ» или «массамъ шаровъ». 
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Сльдствше. 2. То же‘ самое имфетъь м%сто-и въ томъ случа, когда 
притягиваемый шаръ самъ притягиваетъ. Такъ какъ отдфльныя его точки 
притягиваютъ отдфльныя точки другого съ тою же самою силою, съ какою 
сами притягиваются ими, ибо по 3-му закону‘ во всякомъ притяжени оди- 
наково ‘побуждается какъ точка притягиваемая, такъ и притягивающая, 
то и будуть образовываться дв взаимныя притягательныя силы, сохра- 
няющ!я ту же пропорцю. 

Слъдетве 8. Все, что было доказано выше относительно движен!я 
тфлъь вокругъ фокуса коническихъ сЪченй, имфеть м%ето и въ томъ слу- 
чаЪ, когда въ фокус$ находится притягиваюний шаръ и тфла движутся 
внф шара. 

Сльдстве 4. Все же доказанное относительно движен!я тЪлъ вокругъ 
центра коническихъь сфчеюй имфетъ мсто, когда движене совершается 
внутри шара. 


Предложене ЕХХУ|. Теорема ХХХ\М. 


Если плотность и притяательная сила вещества неоднородно 
шара при перетодь отз ею центра кз поверхности измъняются как 
юдно, вв равныхь же удаленяхь отз центра повсюду одни и ть же, 
притяиительная же сила кажой отдьльной точки убываеть пропорило- 
нально ‘квадратамз разстоянй до притязиваемало тъла, то я утвер- 
ждаю, что полная сила, сз которою такой шар притяиваеть 904- 
10й такой же, обратно прбопориональна квадрату разстоямя между 
ценирами щаровз. 

Пусть АВ, СО, ЕЁ (фиг. 105) суть каюе-либо шары одноцентренные 
и одинаковой плотности, то прилагая внутренше къ наружнымъ, получимъ 
шаръ, плотность вещества котораго возрастаетъ по направлению къ центру, 
вычитая же ихъ, получимъ шаръ, коего плотность убываетъ къ центру. 
Тавые шары каждый въ отдфльности по пр. [ХХУ притягиваютъ любые 
друпе однородные шары @.Г, К, ГМ съ силою обратно пропорщюнальною 
квадрату разстояня ЭР между центрами. Слагая или вычитая, получимъ, 
что сумма или разность сказанныхъ притяжен!й будетъ находиться въ 
томъ же отношен!и, т.-е., что полныя силы, съ которыми притягиваются 
шары АВ и СН, составленные изъ суммъ или разностей концентрически 
однородныхъ шаровъ, находятся въ сказанномъ отношени. Увеличивая 
число концентрическихь шаровъ. до безконечности такъ, чтобы плотность 
вмфетв съ притягательною силою возрастала или убывала по какому угодно. 
закону отъ поверхности къ центру и заполняя матерей, не обладающей 
притягательной силой, т$ м$ета, гд плотность оказалась бы отрицатель- 
ной, получимъ шаръ любого желаемаго строевя. Притяжене такимъ ша- 
ромъ другого, подобнымъ же образомъ составленнато, будетъ попрежнему 
на основавш разсужденя изложеннаго выше, обратно пропоршюнально 
квадрату разстоянйя между ихъ центрами. 


а 


Слъдстве 1. Поэтому, если нЪфсколько подобнаго рода шаровъ притя- 
гиваются взаимно, то ускорительныя силы притяженя каждымъ отдёль- 
нымъ шаромъ другого будуть, въ равныхъ отъ центра разстояняхъ, про- 
порпюнальны массамъ притягивающихъ шаровъ. | 

Сльдетве 2. При различныхъ ‘же разстояяхъ эти силы пропоршо- 
нальны массамъ, раздЪленнымъ на квадраты разстоянйй до центровъ. 

Слъдстве 3. Движупия силы притяженй, иначе вЪса; одного шара на 
другомъ при равныхъ разстояяхъ между центрами, будутъ пропорщюо- 
нальны произведенямъ массъ притягивающаго и притягиваемаго шара. 

Слюдетве 4. При неравныхъ  разстояяхъ эти силы прямо пропор- 
шональны сказанному произведеню массъ и обратно пропорпюнальны 
квадратамъ разстояв!й. 

Сльдетве 5. То же самое имфетъ мото. и тогда, когда притяжене 
происходитъ отъ того, что оба пара одарены притягательною способностью 
и дЬйствуютъ взаимно другь на друга. Ибо притяжеше будетъ образовы- 
ваться обфими силами и пропорщшя останется прежней. 

Слъдстве 6. Если шары такого рода обращаются около другихъ та- 
ковыхъ же, каждый порознь около другого ему соотв$тетвующаго, находя- 
щагося въ покоф, и разетояя между центрами шаровъ, покоющихся и 
обращающихся, пропорцональны д1аметрамъ покоющихся, то времена обра- 
щен!я будутъ одинаковы. 

Слюдстве 7. Наоборотъ, если времена обращен!я равны, то разстоян!я 
пропорилональны д1аметрамъ. 

СОлъдетвае 8. Все доказанное выше относительно движеня тЪлъ во- 
кругъь фокусовъ коническихъ сЪчевюй имфетъ мЪфсто и въ томъ случаЪ, 
когда въ фокусахъ помфщаются шары описаннаго выше вида и строевя. 

Слюдстве 9. `'То же будеть и тогда, когда обращаюцияся тфла О 
также притягиваюпие шары. описаннаго вида и строен!я. 


‚Предложене ЕХХУН. Теорема ХХХУИ. 


Если кз отдтльнымь точкамь шаровь направляются центростре- 
милтельныя силы, пропориональныя фазстоянямз сточекь 00 притяш- 
ваемыль тъль, то я утверждаю, что полное взаимное притяжене 


двужь таких шаровь пропорийонально разстояню между центрами их. 

Случай 1. Пусть АЕБЕ (фиг. 106) шаръ, 5 его центръ, Р притяги- 
ваемая частица, РАБВ ось шара, проходящая черезъ центръ частицы, 
ЕЕ и е/ двЪ плоскости, перпендикулярныя къ оси, равноудаленныя отъ 
центра шара и перес$каюция шаръ, @, 9 точки перес$ченя оси и этихъ 
плоскостей, Н любая точка плоскости ЕР. 

Сила, съ которою точка Н дЪйствуетъ на частицу Р, пропорщональна 
разстоянню РН, слфдовательно, ея слагающая, направленная къ центру 5 
по прямой Р@, пропорщюональна длинф Р@, значить притяжевше всЪфхъ 
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точекъ плоскости ЕЕ; т.е. полная’свила притяжен1я частицы Р-этою плос- 
костью по-направленшю кътцентру 5, пропоршюональна ‘‹длинф=Р@;‘умно- 
-женной на число, точекъ, т-е пропорщюнальна’ ‘объему’ цилиндра, коего 
основаше равно ЕЁ и высота Р@. Подобнотэтомуги притяжешегчаетиць? Р 
плоскостью‘ е/; направленное къ центру‘; пропорщюонально” произведен!ю 
площади с`наодлину Ро; т.-е: ти произведению равной‘ ей площади Е на 
длину `Рд. ‘Сумма’силь,‘происходящихъ отъ:обфихъ’ плоскостей; будетъ про- 
порпональна ‘площади ‘Я’, ‘умноженной на’сумму Р@ ==; те. величинЪ 
228. РБ’ или (ЕЕ): РБ. Разеуждая такимъ же’образомъ, получимъ, 
что осилы,‘происходянйя отъ’всхъ- прочих: се $ченй ' шара) равноудален- 
нымитотъь ‘центра илоскостями; ›пропоршональны сумм$ площадей: этихь 
сЪчешй, умноженныхъ на, и — т.-е. И ИСО: `веего 
тара’ ‘и‹разетояншютР6: * отоги атомы С 

Случай 2 ели частица `Рпритяриваетъ паръ ЕВЕ, то разсуждая 
-подобнымъ же обравомь докажемъ, что сила; ‘съ’ которою‘ этоть т ето 
притягивается, пропоршюональна разстояню РР; п муеето иии00 вара 

Случай. -Цусть’` второй шаръ состоить изъ ‘безчисленнато: а 
такихъ частицъкавъР; такъ’какъ” сила; ©ъкоторою каждая отдль- 
ная‘ его’ частица; притягивается къ ‘центру ‘перваго шара, пропоршюональна 
массв этого шара’и разстоян1ю ‘до ‘его`централ $; то, это ‘притяжеше ‘такое же, 
какое происходило бы отъ одной частицы, расположенной въ этомъ центр 5. 
Полная сила, еъ’которою притягиваются всЪ ‘частицы второго ‘шара, т.-е. 
сила, съ которою притягивается этотъ второй шаръ, ‘та же самая какъ 
если "бы это притяжеше происходило’‘оть’одной частицы, помфщенной въ 
центр перваго шара, поэтому. это притяжене а тонн 
между центрами шаровъ. 

Случай 4. Если оба шара притягиваютъ другъ друта, ‘тои ООВ. со- 
вдиненныя силы слёдуютъ той же ‘пропорщи. 

Случай 5. Положимъ теперь, что частица р расположена внутри шара 
АЕВЕ. Такъ какъ сила притяженя частицы р плоскостью е/ пропоршо- 
нальна произведению е’.р9, и обратно ей направленная сила притяженя 
плоскостью ЕЁ пропоршюнальна произведен ЕР. 10, то сила, составлен- 
ная изъ этихъ двухъ пропорпональна разности этихъ произведен, иначе 
сумм двухъ равныхъ площадей сЪченя на полуразность разетоявйй, т.-е. 
пропорщюональна произведеншою этой суммы на разстояше рб частицы до 
центра шара. Совершенно также притяжене всЪхъ такихъ сБченй, какъ 
ЕЁ и е{ во ‘всемъ шарЪ, т.-е. притяжеве всего шара пропорщюнально 
суммЪ веБхь площадей, т.-е. масс всего шара и разетояню р5 частицы 
до его центра. з 

Случай 6. Если изъ безчисленнаго множества, частицъ, такихъ какъ р 
составляется новый шаръ, расположенный внутри перваго АВЕ (фиг. 107), 
то подобно предыдущему можно доказать, что притяжеше, какъ простое 
однимъ шаромъ другого, такъ и взаимное ихъ другъ другомъ, пропорщю- 
нальны разстоян!ю рб между центрами шаровъ. 


— = 


Ки ЗА зн ВЫ ХХМИ: а ХХХУ. о 
‚Нолиетлотность опритзмотелная: сила вещества ‘не ОА однио 
зари три `иёфежодъь ` 2005 е10° центра кз. поверности измоняются пак 
чуодно," в равные же удаленаяась 018 ‚центра, ‚повсюду одинаковы, при- 
тяженае же всякой точки пропорийонально разстоянйо притяииваемало 
тъла 00 нея, то Я ‘утверждаю, что- сила’`сз которою два шара 
таколо. ‚ рода притяуивають, буи ору, пропорипональна  разстоянйю 
меду ‘центрами 415. о Е 
Это предложен!е можно” доказать ‘на основани предыдущаго совер- 
шенно такъ же, какъ предложене 76-0е доказано на основан!и 75-го. 
Ольдетвае. Доказанное выше” въ предложевняхь 10-мъи 64-мъ 0 `ДВИ- 
женши тфль вокругъ центра. коническихъ сБчешй имЪетъ м$ето и въ томъ 
случаЪ, когда всЪ притяжен!я происходятъ отъ шаровъ, описанныхъ выше 
свойствъ и притягиваемыя тфла также шарье такихъ же свойству. 


о 


Я даль изложение Двух Е случаевъ притяженя, 
‚а. именно. когда центростремительныя силы или убываютъ‘пропорцюонально 
квадратамъ разстояй,. или же возрастаютъ пропорщонально разстоянямъ. 
Волфдетве такихъ притяжен!й тфла въ обоихь случаяхъ обращаются по 
коническимъ сЪченямъ и полныя  составныя притяжен!я тфлъ шаровой 
формы слЪдуеть тмь же законамъ возрасташя или убывания при удалени 
оть центра; какъ и силы между двумя частицами, что достойно того чтобы 
быть замфченнымъ. Разбирать въ подробностяхъ“ проч!” случаи, приводя- 
ше. къ. мензе-изящнымъ выводамъ было бы длинно. Я. предпочитаю ихъ 
объять и опредЪлить вс№ совместно слфдующимъ общимъ методомъ’!?°), 


Лемма ХХХ. 


Если ‘изх центра 9’ описать какой-либо круз АЕБ и изъ центра Р 
0в% круа ЕЕ’ еГ, ‘пересвкающие первый въ точках Е ие прямую же 
РЗ вв РГ иГЁи на РЗ опустить перпендикуляры ЕШ и ев, то я 


120) Въ предыдущихъ предложеняхъ учен!е о притяжен!и шаровъ из- 
ложено чисто геометрически — обийй методъ, на который указывается въ 
этомъ поученш, прим$няемый въ ъ дальнёйшемт, состоитъ въ приведен!и за- 
дачи по квадратурамъ. 


15+ 


Е 


утверждаю, что если фразстояне между дуами ЕЕ ц 6 уменьшать 
д0 безконечности, то предфъльное отношене исчезающие длинь а и ЕЁ 


равно отношеню РЕ кз РВ. 

Ибо, если прямая Ре (фиг. 108) пересфкаетъ дугу ЕЁ въ 4 и пря- 
мая Ее, которая совпадаеть съ исчезающей дугой Ее, по продолжен 
пересЪкаеть прямую РЭ въ Ти изъ точки 5 опускается на РЁ нормаль ЭС, 
то по подобю треугольниковъ ОТЕ, аТе, РЕБ будетъ: 


Фа: Ее =ОТ: ТЕБЕ: ЕБ 
и по подобно треугольниковъ Еед, ЕЗА (л. УПТ и ел, 8 л. УП) будеть: 
Ее : ед = Ее: Е = Еб: 54 
по перемножени этихъ пропорши получается: 
ра: Е'— РЕ: 58 
откуда по подобю треугольниковъь РОЁЕ. и Раб сл$дуетъь: 


ра: ЕЕ =ФЕ; 5@ == РЕ: Р5. 


Предложене ЕХХХ. Теорема ХХХХ. 


Если площадь ЕЕеГ, коей ширина ЕТ уменьшаясь д0 безконечности 
чочти ‘исчезаеть, описываеть при своемз обращении около оси РБ’ сфе- 
рическое выпукло-вочутое тъло, и къ отдьльнымз равным ею части- 
цамз направляются равныя центростремительныя силы, то я утверж- 
даю, что это тлъло притязиваеть массу, находящуюся вз точкь Р 5 
силою, пропорийональною произведеню ПЕ. ЕЁ и той силь, сё кото- 
фою заданная частица ттьла, будучи помющена въ ЕЁ прилпяивала бы 
массу Р. - 

Разсмотримъ сперва силу притяжен!я сферической поверхности, обра- 
зуемой вращенемъ дуги РЁ (фиг. 109). Пусть эта дуга перес$кается пря- 
мою 4е въ т, тогда элементъ Ё” произведетъ при вращен!и шаровой поясъ, 
поверхность коего при заданномъ радус$ РЁ пропорцональна Ра, какъ 
это доказано Архимедомз въ книгё «О шар и цилиндръ». Силы притя- 
жешя элементовъ поверхности этого пояса, направленныя по производя- 
щимъ конуса РЕ или Р’, пропоршональны поверхности пояса, т.-е. длин® 
Ра, составляюция же этихъ силъ по направлен!ю Р5 меньше самихъ силъ 


РО Е : 
въ отношени тг, т.-е. эти составляюцщия пропорпюнальны РО. Ра. Во- 
образивъ, что лишя ОЕ раздфлена на безчисленное множество равныхъ 


частей, изъ коихъ какая-нибудь обозначена черезъ Ра, тогда и поверх- 


—239 = 


ность ЕЕ разобъется на столько же равныхъ поясовъ, коихъ сила притя- 
жен!я будетъ пропорщональна суммЪ всфхъ произведенй РД. Па, эта же 
сумма равна 


1 1 о 
> РЕ — РО, 


РЕ’, 
значитъ сказанное притяжене пропорционально ДЕ?. 

Если поверхность ЕЁ умножить на высоту ЕТ, то получится, что 
притяжете массы Р объемомъ ЕЕ] пропорцюнально 2Е?. ВТ, преполагая, 
что когда задана частица Е, то задана и сила, съ которою она дЪй- 
ствуетъ на массу Р, если же эта сила не задается, то притяжене т%ла 
ЕЕер будеть пропорцюнально произведеню ДЕ?. ЕЁ и той силЪ, съ ко- 
торою частица Е} притягиваетъ массу Р. 


Предложене ЕХХХ. Теорема (Х. 


Если к5 отдъльнымь частицам» шара АВЕ, коею центре 5, на- 
правляются равныя центростремительныя силы и кз оси шара АБ, 
на коей лежюить масса Р, проводятся в5 точкаль Г) перпендикуляры РЕ, 


пересюкаюиие поверхность шара, в; Е и по нимь откладываются длины ОМ, 


: Е?. РБ 
пропорипональныя величить ЕЕ и сил, 5 которою частица шара, 


лежащая на оси вз Разстоями РЕ, дъйствуеть на массу Р, то я 
утверждаю, что полная сила притяженя массы Р шаромъ пропор- 
чиональна площади АМБ, офаниченной осью АВ и кривю АМВ, на 
которой постоянно лежите точка М. 

Сохраняя обозначеня и построеня предыдущихъ леммы и теоремы, 
всобрази, что ось шара АВ (фиг. 110) раздфлена на безчисленное мно- 
жество равныхъ частей Да, и что шаръ раздфленъ на такое же число 
выпукло вогнутыхъ слоевъ ЕЁ и проведи перпендикуляръ 4%. 

По предыдущей теорем сила, съ которою слой ЕЕЁ притягиваетъ 
массу Р, пропорщюнальна )Е?. Е} и сил притяжен!я одной частицы при 
разстояни РЕ или РЕ. Но по посл$дней лемм$ имЪфемъ: 


ра: Е'= РЕ: Рб, 


слЪдовательно, 
РБ. Га 
ЕЁ = РЕ 
И . 
РЕ. Ра 


ЕЕ 


значить притяжене елоя Е. ‘пронорщонально” `величинь 


ейл% притяженя одной ‘частицы ‘при `разстояни "р т. то по Е 
ню величин ОМ. Па, представляющей исчезающую площадку `рМ№па. 
Сл$довательно, притяжене массы“ га вевми. слоями пропорщюонально сумм 
площадокъ ОМа, т.-е. всей площади АМВ._ а 

Слюдетве 1. Такъ, напримЪръ, если центроетремительная сила `кЪ 
отдфльнымъ частицамъ одна и та же’при ‘всякомъ разстояни, и ордината РМ 


2 
берется и в. то полная: сила деть ВроПооНадАНя, 
и УВ. п% 1505 и атнжонм 50 о 


‘ Сльдетее` 2. Если? пентроетремитеяеня сила‘ жвией ‘ОТАфЛЬНОЙ 
таотиц обратно: пропорпюнальна: равстоянио’ ея: То ыы ‘массы Ру 
то `вявЪ ‘ординату. РМ пропорщовально РЕ получить, ‘что притяже- 
ше массы Р. шаромъ будеть пропорщюнально.. площади. АМВ,. бе 2 

Слюдстве 3. Если центростремительная сила къ а ноя 
частиц будетъ обратно пропорщональна кубу разстоявя ея до притяги- 
РЕ?. Р5 

РЕ“ ) 
чимъ, ‘что притяжене этой’ массьг лпаромъ”: Е а пло- 
щади АМБ. м Зее роолаеохн 
Слъдстве 4. Вообще, если  Дентростремитедьная Сида, `направляющаяся. 

_ къ каждой отдвлЬНой частиц, шара обратно ‚пропорщональна, величин, Ти 


РЕ”. РА 1 
ви т то полное 1 притяжение. массы р 


шаромъ будет ‘пропорщонально площади АМВ. 


‹ кАк 


ваемой массы Р, то ВЗЯВЪ ‘ординату РМ `пропорщонально полу- 


ордината р пропорщональна 


$ 
ух 


Предлотене ххх. ` Задача Хы. 


Сохраняя предыдушиея обозначеня, и = измрить а АВ. 
.Изъ точки Р (фиг. 111) эатроводится ‘къ шарузкасательная: НЫ; изъ 
точки Н. на. осьопускаетея. перпендикуляръ: Ми ‘длина Ро аа 
точкою < пополамъ, тогда, ет (пр. ЖП 2-ой книги ЕЕ С 


р ЭРЫ. ВВ, > 


но по оо рВОНННЫВ ЭРЕиИт5НУ. ^ зиаленойнонови | \ \995м 
ЗН. `В, г 
слфдовательно, 
РЕ* = Р5(РБ -- 5 -- 250) = Р5(21.5 -- 252) = Р5(Р5-Е 2), 
а такъ какъ г 


РЕ? = 5Е* — 80: = БЕ? — 15-291, . 1) — ГЛ = 
—25Г ЕО ВБЕААРУЕВ, 


— 231 — 
ибо: о одн у5Я зач ‚ ) 

15° == = [92 — НЕ Г.В Е УТ, 2-ой КН, ‚эл.), 
написавъ ИВО РЕ? Е вышеприводенную равную ему величину, получимт:. 


р = ри _ 282. РР ВР. АР. РВ. 
РЕ Е Е РЕ РЕ. У г 


Поставивъ въ это послёднее выражене вмфсто Г обратную величину 
центростремительной силы и вмфето РЕ ‘его величину /2Р5. Г.), то каж- 
дый изъ трехъ членовъ предыдущаго выражен!я, по представлени_ ето орди- 


натою отдфльной кривой, дасть такую площадь, которая находится по 
обыкновеннымъ правиламъ. !*'). _ ЗА - 


121) Этою теоремою устанавливается выражене слатающей притяжен!я 
того элементарнаго объема, на которые шаръ разбивается, по оси напра- 
вленной отъ притягиваемой точки къ центру шара, чтобы‘ свести такимъ 
образомъ вычислее этого притяженя къ квадратурамъ. 

Обозначая черезъ 4 плотность, черезъ х разетояше РЕ до притяги- 
ваемой точки \ отъ— притягивающей частицы т,‘ черезъ /(р) силу и 
женя между двумя массами равными 1 при разстояни о и полагая: РЗ == 
Аб5В-=а, РЕ=у.и ЕР= 4г,.и. обозначая черезъ Х. полное притя- 


жене на 1 массы въ точкВ Р, ‘можем написать на основани доказаннаго 
въ теорем® 


ИХ ааа. @) 
и слфдовательно 
1--а С 
В ЕЕЕЕНИ АУ ГЕ, ре В 
и. 


Выражене у? въ функши ” и преобразоваше его къ новой перемЪн- 
ной производится въ теорем$ ХГ. Даваемыя здфсь формулы можно полу- 
чить несколько иначе: величина ДЕ=у есть высота’ треугольника РЕБ, 
поэтому обозначивъ его площадь черезъ @, имфемъ 


29 =7Р5.РЕ=Т.у 
съ другой стороны п т 
1609 — Раба ааа. 

= [(1- а)" — 2]. ["*—(—а)?] 


слфдовательно, будетъ 


[95 


ка [уе с 


Ньютонъ ВВОДИТЬ новую перем$нную 


и значить 


52 


Примпръ 1. Сила притяженя отдфльной частицы обратно пропорцщо- 
нальна разстоян!ю. 

Въ этомь случа т. Т надо въ выражене ОМ написать РЁ и, 
зат$мъ, вмфсто РЕ? величину 2РБ. Г.) будемъ имЪть: 


— 1 ТВ 
ВМ == ВЕ ВОт 
„2 
тогда полагая для краткости 
(1-Н а)? т. (ЕЕ 
= Н; = еб) 


будемъ ть 


Х= м. у [Н—#.[#—\.-^. а 


=. Лич. 2.1. Ю—Н.В. К — 2". о) |4 в) 


Это и есть та формула, которая дана въ текст. Въ самомъ дфлЪ, 
по построено фиг. 111 имфемъ 


ее - _ РИ Ра 
РВ 
значитъ: 
В, 6" 


АТВ 46=0- —, тВ=ТАРАВ= АН. . (1) 
и вь предложени ГХХХ! показано, что 


РЕ? — орз. ТО. 


иначе 
И о 


что по счислени съ формулою (4) показывает, что 
д И 
слфдовательно: 
(НЕ №з=25Ё. ГО; 2=10; Н.%= АГ. ГВ 
и вмфстЪ съ тфмъ при сдфланномъ обозначен 
у=/@); Р9=5 РЕ=+. 


Примфры пред. ГХХХ! состоять въ вычислеви интеграла (6) при 
разныхъ задан1яхъ функщи /('). Множителя та Ньютонъ не пишетъ, ибо 
вычисляетъ лишь величину, пропоршональную притяжен!ю. 


== 
Возьми вмфсто ОМ удвоенную его величину 


АГ. 1,8 
8 Е— ГО 
Ро 
тогда: часть 257, полной ординаты ОМ при проведения ея по основаню АВ 
опишетъ площадь прямоугольника 25. АВ; перем$нная часть Г.) при 
проведени ея вдоль по АВ непрерывнымъ движенемъ такъ, чтобы эта, 
ордината была постоянно нормальна къ АВ и длина ея постоянно равня- 


лась бы разстояню Г ея основаня до точки Г, опишеть площадь 
3 2 я 

о т.-е площадь ©. АВ; третья часть те при проведения 
вдоль по АВ отъ А до В, опишетъ гиперболическую площадь, которая 
по вычитан!и изъ площади в. АВ и доставить искомую площадь АМВ. 
Отсюда слЪдуетъ такое построене: въ точкахъ Г, А и В (фиг. 112) воз- 
ставь перпендикуляры 11, Аа, ВБ и отложи Аа = Г.В, В = ГА и черезъ 
точки а и 6 проведи гиперболу аб съ ассимптотами 1/1 и Г.В, хорда аб и 
замкнетъ искомую площадь асфа = АМБВ. 

Примюръ 2. Если сила притяженя отдфльныхъ частицъ обратно про- 


поршюональна кубу разстоян1я или, что то же самое отношению этого куба къ 
РЕЗ 


554: И вмфето РЕ? 


какой-либо заданной площади, то вм$сто Г подставь 
2РБ. Г.О, тогда ОМ будетъ пропорщюнально 


5Г.451 _ 45: АГ. 1В. Аб? 
25.10  ЭР5 2РВ. ВОЕ 


а, такъ какъ 
Аб? — РЗ. 6, 


то ОМ будетъ пропорщонально. 


ВТ т АЁ.РВ. 5 
Го 2 271 


По проведен этихъ трехъ частей ординаты № вдоль по прямой АБ 


оть А до В, первая часть — произведетъь гиперболическую площадь, 


вторая дастъь прямоугольникъ АВ . 67, третья дастъ площадь: 


АТ. РВ.55 


о) 


г 


1 Е 1 
а—чтв|= т. АВ... 

Вычтя изъ первой площади вторую и третью, получимъ искомую 
площадь АМВ. Отсюда слфдуетъ такое построен!е: въ точкахъ Г, 4, 5, В 
(фиг. 113) возставь перпендикуляры: 14, Аа, 58, В, изъ коихъ 5$ равенъ 53, 
посл чего черезъ точку 5 проведи гиперболу а56, имфющую ассимпто- 
тами 1/1 и Г.В и пересфкающую перпендикуляры Аа и ВБ въ точкахъь а 
и 6; по вычитани изъ гиперболической площади 4а56В площади прямо- 
угольника 2АХ. 6 и останется искомая площадь АМВ. 
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Примтрь 3. Вели центростремительная сила / къ отдфльнымъЧасти- 
цамъ шара убываетъ пропоршонально четвертой степени разстоян!я до ча- 
стицы, то написавъ а вмфето Ги Е выфсто РЕ, получимъ, 
что орлината, РУ ‚пропоршональна. величинв. со Понгов 


ть 


аа: Е фона 1 
:Е "у 25. Рут 


ен 
у 


„25: О т. 

ИВ, 57. ыы аа у. 
Е а 

ыь к Ив Е: т А 


28». ы 


то 457. рее 
— | 


ео а 
вл сви" „АТ 32 


ее ат цолное лритяженю; массыя т шаромъ. РАЮ 
ТР отт «обратно пропорцюнально.. 25%. РТ, г 
Подобнымъ же образомъ могло. бы, быль найдено и‹притяжеше массы 


лежащей внутри = но это „Дблаотся п при помощи слфдующей 
теоремы. ` оо 


зепея ПАО св 
РД о 35 


одломене вр Теорема Хы. ивя чт 


Если для шара, кое пентрь и ‘рада усё А, озять разстоящя 
57 и БР такз, чтобы было БУ : БА = ЗАЗ 9 Р; то отношеше притя- 
женя шаромз внутренней. точни кз притяженйю внъшней точки Р, 
равно произведению отношеня У57:У5Р на корень квадратный изв 
отнощеня, притяженй, точекь_ Раш -центромьлшара- 1) о 

„По этой ‚теоремф, если, притаженя оТдфлЬныхь частицъ, шара. обратно 
пропорщональны разстояншо, то отношен!е`силы, съ которою масса, пом$- 
щенная въ: (фиг.‹114) притягивается шаромъ; къ той“силЪЬ, еъ которою 
она имъ притягивалась бы, будучи помфщенной ВЪ Р, равно 


Г 
УЗВ ИЕ 


т.-е. эти притяжен!я равны. 
„Подобнымъ же. образомъ увидимъ,: что когда притяженю частицъ 


122). Эта. теорема послужила В. Томсону _ (лорду Кольвину). основашемъ 
того преобразования, которое имъ названо «построенемъ электрическаго 
изображеня», именно такъ имъ названа ‘точка Я по отношенйо КЪ точЕ$ 1а 
и обратно. у : : : 


обратно_проноршюнально квадратамъ. разотояй, то отношен!е притяжен!я 
ВЪ точкв -7 къ притяженю въ.лочк% Р.равно. отношению ЭРокъ 5 А» Если 
притяжеще, частицъ обратно пропорцюнально. кубу. разетоянйЙ; то отноше- 
не притяжен!я въ точкё 7 къ притяженю въ точкё Р равно: 5Р?: 5-42. 
Если притяжене частицъ обратно пропорцонально четвертой степени раз- 
стоянй, то сказанное отношене. равно . в .5АЗ; но для этого послдняго 
случая уже было найдено, что притяжеше ‘на. точку Р обратно пропорио- 
нально ЭР”... -слфдовательно.. притяжене. на точку Л .будеть обратно 
пропорщонально БАЗ. РУ, т.е. обратно пропорцюнально . Е, „ибо, ба 


постоянно. Подобнымь, ‚образомъ надо поступать и. для. „всякаго, ‚другого 
случая. _ 


полагая, ^ что, ‚приза аемая масса а въ `Р, „было. ` вайдено, ‚что 
ордината.: ру. ‘пропорщональна Е ет `Ноэтому; ебли: провести ТЕ, оу 
когда, ‘притягиваемая масба, будетв. ‘помфщена ВЪ вое _сказанная ордината 


будет, пропордюнальна, р "Предположим, „то притятательныя силы 


ЧАСТЯЦЬ: шара; исходяния изъ-какой-либо: егозточки Е ‘въ разетояняхь: 
и РЕ относятся ‚между ‚собою ‘какъ,. и. : ЗЕ", ‚то сказанныя, ординаты 
будуть соотв тетвенно пропорщональны: т 


РЕ». р“ 
РЕ.РЕ" ^ 
отп внавенонооводн © вн вяннежоныу 


коихъ отношене равно: [9 


о ВА и: = РЕ РН. 


но такъ те ВЪ виду пропорщи 


и АРВ и ЗЕ. пооба го .к Е. ан 5 500 
о Е РЕ АННА и АХ че 


й ‘предыдущее отношен!е по замён® ‘произведений —. В о 
произведенемъ /Ё. 5.А обратится въ ‘такое: 


Ля. А. РИ”, 
но отношенше . зе ОП 
и, отношеню. а Фе 


тя 49 В : : - | ЛЕ» РЕ", 


= 290 —= 


въ вчду пропорщи (*) равно корню квадратному изъ отношеня силь въ 
разстояня Р8 и +8. Слфдовательно, ординаты РМ, а значить и площади 
кривыхъ АМБ, коимъ притяжен1я пропорпюональны, будутъ находиться въ 
этомъ отношении. 


Предложене ЕХХХИИ. Задача ХЫ. 


Найти силу, сз которою масса, помтщенная в5 центръ шара, 


`‘притязивается ею сементомв. 

Пусть Р (фиг. 115) есть масса, помфщенная въ центр шара, ВВ сег- 
ментъ этого шара, заключенный между плоскостью ВБ) и частью шаровой 
поверхности ВВ5. Пусть ДВ пересЪкается съ шаровой поверхностью ЕЁ, 
описанной изъ центра Р въ точк$ Ё, такъ что сегментъ раздфляется на 
части ВВЕЕС5 и ЕЕШРС. Пусть, кромЪ того, эта поверхность не матема- 
тическая, а физическая, имфющая весьма малую толщину #, то объемъ 
такого слоя (по доказанному Архимедомъ) будетъ пропоршюоналенъ РЁ. РЕ. 1. 
Положимъ, кромЪ того, что притяжене частиць птара обратно пропорцо- 


нально и-ой степени разстоян!я, тогда, по пред. ГХХХ притяжене массы Р 
: ДЕ?. 
этимъ слоемъ будеть пропорщюнально —Рр" › Т.-е. количеству 


[ ре _ ДЕ ] ь 
РЕз*-1 ато ее 

Пусть ордината № умноженная на # пропорщональна предыдущей 
величин®, тогда криволинейная площадь, происходящая отъ продвижен!я 
ординаты ЁМ по длин$ ОВ, будетъ пропорщюональна полной сил притя- 
женя массы Р сегментомъ ВБ5Д. 


Предложене ХХХ. Задача ХИ, 


Найти силу, сз которою притяивается масса, расположенная на 
оси семента внъ ею центра, этимз сементомз. 

Пусть масса Р (фиг. 116 л. 19), лежащая на оси АДВ притягивается 
сегментомъ ЕВК. Изъ центра Р радмусомъ РЁЕ` опиши шаровую поверх- 
ность ЕЕК, которая раздфлитъ сегменть на двЪ части ЕВКЕЕ и ЕЕКОЕ. 
Притяжен!е первой части найдется по пред. 81, второй— по предл. 83; ихъ 
сумма и будетъ притяжене сегмента. 


Поучене. 


Посл объясненя притяжен1я тЪлъ сферическихь слФдовало бы пе- 
рейти къ законамъ притяжен!я другихъ тБлъ, составленныхъ изъ при- 
тягивающихъ частицъ подобно тому, какъ это предполагалось выше, но 


Еду —= 


подробное раземотрЪе такого вопроса иметь лишь малое отношен!е къ 
цфли этого сочиненя. Достаточно будетъ привести лишь нфкоторыя обиия 
предложен!я о притягательныхъ силахъ тфль подобнаго рода и о движе- 
шяхъ, отъ этихъ силъ происходящихъ, въ виду нфкоторыхъ ихъ прим*- 
ненй въ физик®. 


ОТДЬЛЬЪ ХШ. 


О притяжен1и т$лъ не схерическихъ. 


Предложене ЁХХХУ. Теорема ХЕ. 


Если притяжене испытываемое притязиваемымь тъломь при 
непосредственном соприкосновении с5 притяшвающимз мною сильнтье, 
нежели при самомз мальйшемь промежуткь иль раздьляющемь, то 
силы частице притяивающало тьла при увеличении фразстояня 00 
притязиваемало убывають быстрье, нежели в5 отношении квадратов 


разстоянй. 

Ибо если силы убываютъ пропоршюнально квадратамъ разстояня до 
частипъ, то притяжене сферическимъ т$ломъ обратно пропорцюнально ква- 
драту разстоянйя притягиваемаго тфла до центра сферы (пр. 74), поэтому 
это притяжене при соприкосновен!и возрастеть лишь едва-едва замЪФтно. 
Это возрастане будетъь еще меньше, когда притяжене при удален1и при- 
тягиваемаго тфла убываетъ въ меньшемъ отношен!и нежели квадраты раз- 
стоянй. Такимъ образомъ, высказанное предложене имфетъ м$ето для при- 
тягивающихъ шаровъ. То же относится и до полыхъ шаровъ при притя- 
женш ими внЪшнихъ тфлъ, и въ еще большей степени до притяжен!я тфлъ 
находящихся внутри полостей, ибо въ этомъ случа, притяженя по противо- 
положности уничтожаются (пр. 70), и, сл5довательно, даже при соприкос- 
новени равны нулю. Поэтому, если для такихъ сплошныхъ или полыхъ 
шаровъ отнимать каюмя-либо части сколько-нибудь отстояпия отъ м$ста 
прикосновеня или прилагать къ нимъ друйя части, то можно по произ- 
волу измфнять форму притягивающихъ т%ль, добавлен!е или отняще та- 
кихъ частей, такъ какъ онф находятся въ н®которомъ удалени отъ мъЪста, 
касанйя не будетъ чувствительно измЪфнять избытка притяжен!я происхо- 
дяшато отъ прикосновен!я, такимъ образомъ предложене имфеть м$ето и 
для тфлЪъ любой формы. 


Предложене ЕХХХУ!. Теорема ХЫН. 


Если притмательныя силы частиць составляющихь притяиваю- 
щее ттьло при удалены притяиваемаю убывають пропорионально 
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и. аби" _ высшей ‘стейёнй Пе 1йо° ри одтринобиовенйи 


“Ивь, ме Е ю. и - го. `вадачи ее слбдуеть, _ ‚то. ‚при 
приближен!и притягиваемой массы къ шару составленному изъ такихъ 
частицъ, притяжен!е возрастаетъ до безконечности. Сопоставляя подобно 
предыдущему эти примфры и. теорему ХЬТ можно заключить, что это 
относится и до притяженя выпукло вогнутыми сферическими слоями и 
полыми сферами,. ‚‘Баходятся ли тБла вн. или внутри этихь полостей. При- 
бавляя или отнимая отъ этихь шаровъ или шаровыхь слоевъ притяги- 
вающую матер внЪ. м$фста. ихъь прикосновевя, съ. притягиваемою массою, 
можно придать притягивающимъ тЪламъ любую форму, но, 
высказанное: предложеше относится» кохвсякому, твлуоих и мои 


уе або олелалеесвоо о 
ЗАЗ ЗАЗЗиИКХХ 


_ Предложен хх. Теорема” хим. о — 


С к ага ую 
уе \ мс 


Ва т. а и О о ла: ‘С0СТОЯ 535 2 а 
притячивающийо вещества и притяивають дв массы, которыя‹иро- 
порчаональны массаме ‘саме ила ол расположено по ‘отношеню къ 
м5 `сходственно,: упо`подныя УПО притяэженя этихё масс 
5 соотвитотвующиме лить, зам `будутз относиться между ‚собою канз 
успорительныя притяженая, и. 5 отдвьльнымь частицам, массы. к0и%5 
пропорийональны. массам притячивающиеа. 74%л5, 4 хощерыя, располо- 
эюены,. в низ стодетвеннымь › образом. 

Вообразивъ, что_тфла. разбиты. на элементы, массы. коихъ -пропорцю- 
нальны массамъ тфлъ и расположене. которыхъ сходетвенно увидимъ; что 
притажен!е производимое’ какою-либо частицею, одного т%ла. такъ относится 
къ ‘притяжен!ю, ‹производимому ‹ соотв5тствующей. ею‘ частицею о другого 
тЪла, как: притяжене- всякой“ другой частицьперваго-тфла къ притяженио 
ей; ‘воотвтетвующей частицы второго, поэтому, слагая, получимъ, что и 
полныя ‘иритяженя‘ тфлъ находятся въ этомъ же: отношении. 

Ольдстве 1. Поэтому, если притяжен!я частицъ тфлъ при увеличен!и 
разстояи до притягиваемой массы убываютъ пропорщюнально какой-либо 
степени разстояя, то ускорительныя притяжен!я ея самими т$лами будутъ 
пропорщональны ихъ массамъ и обратно’ пропорщональны той же степени 
разстоян!я. Такимъ образомъ, если силы притяженя частицъ убываютъ 
пропоршонально квадрату разстояй, массы же тЪлъ пропорщюнальны 
Аз и Вз, т.е. кубамъ разстоянй А и В притягиваемыхь массъ до 
сходственныхъ частиць т®лъ, то ускорительныя притяженшя будутъ про- 
А-В 
АЗ И В?’ 
Если притяжене частицъ убываеть пропоршонально третьей степени 


пормональны т.-е. пропорщюнальны А и В. 


ая от з ит 
равсфоян!я, то полныя "притижов будут ропорщональны Е в 


ав 1 вия 

будуть, между. ‘собою. „равны. Е т даны: 55 а8} ВЕТ 
Если Силы `убываютъ  пронортонально ей степени г равотояни, 
ани „В: 
ч 8. 


тозполныя  притяжен1я‘ будуть" ее 9. тю 


а ЗАУИ”Вои те 3035 

Г Слъдетве 2. Отеюда; обратно," ‘10 ‘притяженямъ производимые подоб- 
‘ными‘тфлами на массы Нодобнымъ” ‘образом’ расположенныя, можно’ 'Вы- 
вести законъ убыванши притягательной силы ‘частиць въ зависимости’ отъ 
разстоявя, если только это убыванйе будетъ прямо или обратно пропорц1о- 
нально какой-либо степени разстоятя. | 
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МОМ БУ И а Е ХУ мой 


кок 
© 


: `` Если `притяательныя. силы ^ отдьльныаа равные _ч частице каколо- 
либо. тиъла,. пропорщональны равстоянаяме, м7ъС15 00 Нил, 700 притя- 
зательная сила, 66610 алла. „направляется. 5 ео центру тяжести, Ил 
равна притмательной сил шара состоящийо изэ5 равнало количества 
2100. же вещества. и ОО св0й центр 65; „чениюртЪ тязюести ска- 


зачнаю тьла. 

‹ Пусть частицы: ..4-и В» (фиг. 117) тфла ВЕТ: притативозовия Массу р 
съ такими силами, которыя; когда массы частиць: 4: и Вэравны, .^отно- 
сятся. между собою какъ 4 къ ВЯ; когда же’масеы. частиць” не ‘равны, 
то;-какъ произведен!я этихъ-массъ навышеупомянутыя“разетоя=я: Пред- 
ставимъ эти силы самими. этими: произведенями 2.Ай и ‚В ВИ воеди- 
нимъ АВ. и раздфлимъ эту. прямую: въ: точкЪ. С. такъ, чтобы»было: 


р 


тогда С есть центръ тяжести частиць Аи. .В.. 

Сила А. АЙ разлагается (сл. 2 вак.) на силы А. СЁ и А. АС, сила 
В.В на силы В. Сб и В. ВС; но силы А.. Ади В.ВС на основави 
пропорщи (*) между собою равны, и будучи, направлены въ обратныя сто- 
роны взаимно уничтожаются. Остаются силы А. Ой и В. С# направлен- 
ныя оть й къ @. ОнЪ слагаются въ одну (4 Г В) С, направленную къ @, 
т.-е. въ такую силу, какъ если бы 00$ притягиваюция частицы были по- 
изщены въ центрф тяжести ихъ @, образуя здесь шаръ. 

На ‘основави такого же разсужден!я если добавить третью частицу С, 
то ея сила по соединенши съ силою (А + В) направленной въ @, обра- 
зуеть силу, направленную къ общему центру тяжести сказаннаго шара @ 
и частицы С. т-е. къ центру тяжести вефхъ трехъ частиць 4, Ви С, и 
будетъ равна силф, которая происходила бы, если бы въ этомъ общемъ 
центр$ тяжести помфстить центръ шара образованнаго изъ всфхъ трехъ 
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частицъ. Продолжая такимъ образомъ до безконечности заключимъ, что 
полная сила притяжен!я всЪхъ частицъ образующихъ т$ло ВГУ будеть. 
такая же, какъ если бы сохранивъ положене центра тяжести придать этому 
тф$лу форму шара. 

Сльдстве. Движене притягиваемаго тфла 7 будетъ то же самое, какъ 
если бы тфло ВОТУ было сферической формы, поэтому, если это послфднее 
находится въ покоф или движется равномфрно ‘и прямолинейно, то’ притя- 
тиваемое т$ло 2 будеть описывать эллипсъ, коего центръ находится въ 
центр тяжести притягивающаго тфла. | 


Предложене ЕХХХИХ. Теорема ХЕМ. 


Если имъется несколько тльлз, состоящихь из равныхь частиц, 
кои притятельныя силы пропориональны разстоянаямь 00 низ, то 
полное прилпяжеще какой-либо массы этими тълами направлено кз ил 
общему центру тяжести и такое же как если бы всь эти тьла 
слить 65 одинь шарз, сохраняя положевше общелю ихь центра тя- 


жести. 

Это предложен!е можетъ быть доказано совершенно такъ же какъ пре- 
дыдущее. 

Слюдстве. СлЪдовательно, движене притягиваемаго т$ла будетъ то же 
самое, какъ если бы притягиваюция тфла были слиты въ одинъ шаръ со- 
‘хранивъ положеше цента тяжести, поэтому, когда этотъ центръ тяжести 
системы притягивающихь тфлъ или находится въ покоф или движется 
равном$рно и прямолинейно, то притягиваемое тфло будетъ описывать 
эллипеъ, коего центръ находится въ сказанномъ центрЪ тяжести системы 
притягивающихь тфлЪ. 


Предложене ХС. Задача ХИХ. 


Предпололая, что кз отдъльнымь точкамз круа направлены равныя 
центростремительныя силы, возрастаюшия или убываюийя вз какой-либо 
зависимости отз разстояня, требуется найти силу, сз которою при- 
тячивается масса, помщенная 9%-нибудь на прямой перпендикулярной 
к5 плоскости круа и проходящей черезь ею центу. 

Вообразимъ, что изъ центра А (фиг. 118) какимъ-либо радусомъ АР 
описанъ кругъ въ плоскости, перпендикулярной къ прямой АР и требуется 
найти ту силу, съ которою масса Р притягивается этимъ кругомъ. 

Проведемъ изъ какой-либо точки Ё круга прямую РЕ, на прямой РА 
отложимъ длину РЕ=РЕ и по ординатф ЕК отложимъ длину пропорцо- 
нальную той сил, съ которою точка Е притягиваетъ массу Р. Пусть ЛАГ 
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есть та кривая, на которой постоянно лежитъ точка К и которая перес- 
каетъ плоскость круга въ Ё. На АР беремъ длину РН = РР и проводимъ 
` перпендикуляръ, пересВкаюций сказанную кривую въ точк% 7, тогда при- 
тяжен!е массы Р кругомъ пропорцюнально произведеню площади 54.Т-ГН 
на разстояте АР. Въ самомъ дёлЪ возьмемъ на АЕ весьма малую длину Ее, 
проведемъ Ре и возьмемъ РО и Р/ равными Ре; по предположению длина ЕК 
пропорцональна той силЪ, съ которою масса Р притягивается къ точк Е 
кольца, коего ширина еЁ и которое описано изъ А какъ изъ центра. ра- 


дусомъ АЁ, поэтому элементарная сила притяжен!я массы Р къ центру А 
: - АР : 
будетъ пропоршональна ЁК, Е» Сила же притяженя этой массы во$мъ 


АР. 


кольцомъ будетъ пропорцюнальна произведеню его площади на ЕК. РЕ} 


но площадь кольца пропорцональна АЁ. Ее, а такъ какъ 
РЕ: АВ = Ее: ОЕ, 
то 
АЕ. Ее =РЕ. ОЕ = РЕ. Вт, 


слфдовательно, притяжене массы Р кольцомъ по направленю къ А про- 
порцюонально 


АР. ЕК 
РЕ. БГ. >, 


ЕР. ЕК. АР, 


иначе произведен!ю 123) площадки ККАГ на разстояне А.Р; поэтому сумма 
притяжен!й массы Р всфми кольцами, составляющими кругъ, описанный 


радусомъ АД изъ центра А, будетъ пропорщональна площади АНУКГ, 
умноженной на длину АР.. 


Слюдетве 1. Такъ, если притяжене точкою Е обратно пропорцо- 
. : Е 
нально квадрату разстоян1я, т.-е. если ЕК пропорцюнально ИЕ › 10 ПЛО 


123) Полагая, что законъ притяженя выражается формулою (+), гдЪ 
"= РЁ и обозначая черезъ 9 поверхностную плотность, получимъ, что 
слагающая притяжен1я оть элементарнаго кольца выражается формулою 


АХ =2т4 .1№. а", 


тд 

== АР: 
дфлая еще 

Рр—=ЕН-=Н, 
будемъ имфть 
Н 
2. й. Ке -ак О 
й 
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щадь АНУКТ будеть пропоршональна а в и притяжеше круга про- 
РА, АН г. 
РНЕ” РН ь 
_ Олидетвйе е. Вообще, если притяжене точекъ въ равстояни р обратно 


ик. == 
пропорщюонально какой-либо степени Г”, т.-е. ЕК пропоршюнально юр 
О В АНУКТ пропоршюональна 


ый 1 
Во РН, 


то , прилянеше 1 массы `В кругомъ та. пропорщфонаильно 


ЗВ РА 
РА„— РИ‘ 


Слъдсетве 3. Если дламетръ круга увеличивается до безконечности и 
показатель степени и больше 1, то притяжеше массы безконечною плос- 


РА 
—т› ВЪ этомъ слу- 


костью 0б атно пропо шонально РА#—? но членъ 
2 РИз— 


ча исчезаетъ. 


Предложене ХС|. Задача ХЕУ. 


Найти притяжене массы, помъщенной на оси тлъла вращеная 
этимь ттъломь, кода кз отдъльнымь ею точкам направляются равныя 
центростремительныя силы, убываюция по какому-либо закону ве зави- 


симости от разстояня. 

Пусть масса Р (фиг. 119), лежащая на оси тфла вращевя ЕСС, 
притягивается имъ. Перес$ки это тфло какою-либо плоскостью, перпенди- 
кулярной къ оси и пусть кругь ВЕЗ есть полученное софчене, по его ра- 
дусу 75 въ какой-либо плоскости, проведенной черезъ ось, возьми длину ИК 
пропорцюнальную той силЪ, съ которою масса Р притягивается этимъ 
кругомъ (прл ХС). Точка-Ё расположится на’кривой К, пересфкающей 
плоскости крайнихъ круговъ АГ и ВУ въ точкахъ Ви Ч. 

Притяжеше массы Р тфломъ. ——— РЕСС будетъ пропорщюнально 
плошади ГКУВА, 

Слъдетве 1. Поэтому, когда тфло—цилиндръ, происходяпий отъ обра- 
щен!я прямоугольника АДЕВ (фиг. 120) около оси АВ и притяженше его 
отдфльныхь точекъ обратно пропорщюональны квадратамъ разетоявй. до 
нихъ, то притяжеше массы Р этимъ циливдромъ пропорщюонально 


(АВ— РЕ-- РП), 


ибо въ этомъ случаф (1, хс) ордината ЕК пропорщюнальна 1 ВЯ: 
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проведен 1 по основанию АБВ получается площадь ПЕ АВЕ, Вторая часть —_ 
при проведени по длинъ РВ даеть площадь 1.(РЕ— АЛ), что легко 


получить квадратурою’ кривой Г.К-Т; та же часть —— и) проведен по 


длинз РА` даеть площадь (РО — АБ). 1, слЪдовательно, при проведен 
по АВ опишется в равная разности 


(РЕ Ар).1-—(РР— АБ). 1 


1. (РЕ— 1), 


вычтя которую изъ площади АВ..1 и получимъ, что нлощадь ТАВЛ. 
равна 


то а — РЕ-- Ро), 
слфдовательно, сила, пропорщюнальна о 


(АВ—РЕ-- РР). 


124) Притяжеше кругомъ, представляющимъ сЪчене тЪла вращения, 
точнЪе говоря, слоемъ, заключеннымъ между двумя безконечно близкими 
‚кругами, находится по фор. (1) прим. 123, и высказываемая теорема при 
принятомъ теперь обозначен!и приводить къ слфдующей формул. 

Пусть р есть плотность (объемная) тБла вращенйя: 


Ра РВВ ГЕРА. 


полагая 
х 
9 = 22 | 164 = ЕК. а 
будемъ имфть, такъ какъ 9 =0. 4х, притяжене 
ь 
Ее [94а . ео 
Такъ, для цилиндра будетъ при Куса: 
Хх 
1 1 1 ЕЯ а 
== — а = 9т О ЕН ОК — ЕН 
в ” @ =2 1 >. х) 51 х | [1 | 


тд е== АП есть радусъ цилиндра и значить полное притяжение будетъ . 
[2 


ь @ } 
оАЕЕВОЧЕЙ м | ад = Э=К\ (6 — = 
= : т — | —— узи ГУЯча| 


т.е. Е пропоршонально 


(АВ—РЕ-РЬ). 
16* 
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Слъдстве 2. Такимъ же образомъ можно вычислить силу, съ кото- 
рою сфероидъ .4@.ВС притягиваетъ массу Р, расположенную на его оси АВ: 
Пусть УКВМ есть такое коническое сфчеше, коего ордината ЕВ, перпен- 
дикулярная къ РЁ, равна при всякомъ ея положен отрфзку РО, прово- 
димому къ точкБ перес$чен1я Л) этой ординаты со сфероидомъ. Изъ вер- 
шинъ сфероида А и В проводятся перпендикуляры АК и ВМ, соотв®т- 
ственно равные АР и ВР, пересБкаюцщ!е сказанное коническое сфчеше 
въ Ки М (фиг. 121). Проведя КМ, отсфчемъ отъ него площадь КМВК. 

Пусть © есть центръ сфероида, $С его большая полуось, тогда отно- 
шен!е силы, съ которою точка Р притягивается сфероидомъ къ силЪ при- 
тяжен!я шаромъ, описаннымъ на д1аметр$ АВ, равно отношен!ю: 


45.502 —КМВК.Р5 453 
Р5?-- 50 — А6*° ‘3Р5?* 


Основываясь на разсчетахъ подобнаго же рода, можно найти и притяжен!е 
сегментомъ сфероида 17°). 


125) Приводимая въ этомъ слф дети формула для притяжен!я эллипеоида 
вращен!я на точку, лежащую на оси вращен!я, можетъ быть получена слЪ- 
дующимъ образомъ; обозначимъ разстояне РГ) черезъ Х тогда на основан! 
фор. (2) будетъ 

1--4 ф Н-а 
И 2% | Е — | — 4® Ё —/ | 
1 


1 —а 


тдВ 
РА —1 а, А = В —, Р5=Е РЕЯ, 
На основаи уравнен!я эллипса при 5С = будетъ 
2—5 . 964 
= д = = — 
сдфлавъ для сокращен!я письма 


— 62 
а? 


га (Р НАТА а”), 


2 2 2 
А—=“ . В. Е) 


и все свелось къ вычислен!ю интеграла 
1-8 


_. = 42. 


-а 


Интегралъ = -х. 4% Ньютонъ приводитъ къ вычислен!ю интеграла 


ый Хах, въ самомъ дёлЪ будеть: 
‚/ Хаг=2Х — ах авы 


ах О. Е ты 
Откуда, > 
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Сльдстве 3. Когда притягиваемая масса лежитъ внутри сфероида на, 
его оси, то притяжеше ея пропорщонально разстоянйю до его центра. Это 


2 | Ха—ех в Че -Ьс | Неа) 


Но | 
с 288 42 -В 7 В 1 В 4% 
дд |=. 
подставляя въ фор. (1) получимъ: 
< ОВ Ва-- С 
Де =в- д/ф ваао-Х ные & (3) 


Подставляя вЪ эту формулу предёлы (1-Ра) и (1—а) и обозначая 
черезъ © площадь МАКАВ, такъ что 


зам$нивъ А, В и С ихъ величинами и замЪтивъ, что при 


= —а4 
будетъ и 
№==[—&а 
и что при 
х=1 а 
будетъ и 
: Х=И-а, 
получимъ 
(Ве ОХ Ча 2а(ЁР- а’) 
—АО |1 В+ 
й 
2 2 2. эх 
= 4=[а —1 к -ы -| — те = = = 4кк ми, 
‚ но : 


5 — 241 = МЕКАВ — АВМК = КМИВК=5,, 
а такъ какъ притяжене шара, описаннаго на даметр$ АВ, есть 


4 таз 
ВЕР 


О - 
то и будетъ 


СА —: .@& 
ии Тб: 3 


это и есть приведенная въ текстЪ формула. 
По поводу этой формулы замЪтимъ, что, какъ видно изъ сочинен!я 
„Ньютона «Ри сигуаига®сигуагит» ему было извфстно не только геометри- 
ческое, но и аналитическое представлене интеграловъ, содержащихъ корень 
квадратный изъ трехчлена второй степени относительно независимой пе- 
ремённой. 
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легко можно. получить сл$дующимъ разсуждетемъ и а = ли 
притягиваемая точка на’ оси ‘или н®тъ. Г 

Пусть АСОЕ (фиг. 122) есть притягиваюцщий и 5 его центръ, 
Р притягиваемая точка. Проведемъ черёзъ эту точку Р полудаметръ ЭРА 
и еще дв$ какихъ бы то ни было прямыхъь ДЕ и ЕС, перес$кающихъ 
сфероидь въ точкахь Г, Е, Еи С и пусть РОМ и НГМ представляютъ 
дв$ сфероидическихь поверхности, лежащихъ внутри данной, одноцентрен- 
ныхъ и подобныхъ ей, причемъ первая изъ нихъ проходитъ черезъ точку Р 
и пересвкаетъ прямыя РЕ, ЕС въ точкахъ В’и С, вторая же перезФкаеть 
эти прямыя въ точкахъ ЯН, К, 4, Г. ВеЪ эти сфероиды имфютъ общую 
ось и отр$зки прямыхъ, заключенные между ними, будутъ соотвфтственно 
равны, а именно: 


ФР=ВЕ ЕР=0Об, ОН=ВУ, РК-Г@ 


ибо прямыя ДЕ, РВ и НУ раздЪляются  пополамъ въ тЪхъ же точкахьъ, 
какь Ра, РС и КГ. Вообрази теперь, что ОРЕ и ЕР предетавляютъ 
два противоположныхъ конуса, описанныхъ безконечно малыми углами РЕ 
и ЕРС и что лини ОН и Е. также безконечно малыя, тогда выр$заемыя 
этими конусами части ОНЕК и СЕУГ поверхностей сфероидовъ будутъ 
пропорщюональны квадратамъ разстоянй до точки Р и въ виду равенства 
длинь ОН и ЕЛ оказываютъ на эту точку равныя притяжен1я. На оено- 
вати этого, если объемы ОРЕ и ЕССВ подраздЪлить безчисленнымъ мно- 
жествомъ подобныхъ, одноцентренныхъ и имфющихь ту же ось сфероиди- 
ческихь поверхностей на элементарные объемы, то вс№ они попарно при- 
тягиваютъ точку Р съ равными силами въ противоположныя стороны; 
слфдовательно, силы притяжетя конуса ОРЕ и коническаго сегмента ЕСО.В 
между собою равны и будучи направлены въ противоположныя стороны 
взаимно уничтожаются, это относится, значить, и до всей матери, раепо- 
ложенной ‘вн% внутренняго сфероида РСВМ, которая такимъ образомъ на 
точку Р притяженя не оказываетъ. СлФдовательно, точка Р притягивается 
только внутреннимъ сфероидомъ РОВМ и по сл. 3 пр. 72 сила этого при- 
тяженя такъ относится къ притяжению точки А всфмъ сфероидомъ А@ОР, 
какъ разстояе РБ къ АБ. 


Предложене ХСН. Задача ХЕМ. 


Найти законз убываня центростремительныхь силг, натравлен- 


ныле кз отдьльным частицам заданию притязивающело тьла. 

Изъ заданнаго тЪла надо сдфлать шаръ или‘цилиндръ, или иное тЪло 
правильной формы, для котораго законЪ полной силы притяженя, нахо- 
дящйся вЪ соотвфтетвыи съ закономъ убыванйя претяженя отдфльной 
частицею могь бы быть найденъ по пред.; 80, 81, 91. Произведя. затфмъ, 
испытан!я, опредфляють притяжеше тфла въ различныхъ разстояяхъ, 


— #5 — 


найденный по этимъ  опредфленямъ законъ: притяжен!я къ цфлому -т$5лу 
доставить. и ‘искомый законъ притяжен!я-его частицами: к 


` Предложение Хеии, Теорема ХМ. 


г Бен льло;° озраниченное с5 одной стороны плоскостью, сё про- 
чита оке сторонз неофаниченное и простирающееся д0’безконечности, 
соетоитв ‘изо: равных ‘частице, одинаково притяуивающихь, причем 
притяженае ‘изб убываеть пропорщонально какой- -либо степени разстоя- 
ная большей, нежели вторая и какая-либо масса, лежащая 10% улодно 
относительно зраничащей плоскости притяивается. этим лом, то 
это притяжеще при удалении отз плоскости убывает пропорионально 
степени разстоящя тльла до. плоскости. на, три единицы меньшей той, 
пропорипонально которой убываеть притяженще ‘отдьльныль очастииь 
7015.14. 

Случай 1. Пусть БОТ есть плоскость, поавичинаницая 00 которое 
расположено: оть нея въ сторону :/ и подраздФлено на слои безчисленнымъ ` 
множествомъ плоскостей: и НМ, п №, оКО. (фиг. 123)и т. д., параллель- 
ныхь плоскости СТ, и масса С лежитъ вн. притягивающаго: т$ла:. Прове- 
демъ прямую СЯН. перпендикулярно сказаннымъ плоскостямъ и пусть 
притяжене частицъ обратно пропорщюнально степени % разстоявя не 
меньшей 3, тогда по сл. 3 пр. 90 сила притяженя массы С какою-либо 
плоскостью тНМ обратно пропорщюнальна ОН”-?. Возьми въ плоскости 
тНМ длину НМ обратно’ пропорпюнальную СН”-?, тогда сила притяжеия 
плоскостью иНМ будетъ пропорщональна“этой длин НМ. Подобнымъ же 
образомъ и ‘по другимъ ‘плоскостямъ откладываются длины С, Ум, КО 
и’пр., обратно пропоршональныя О@”-?, СУ", СК*-? и т. д.— притяженя 
этихъ плоскостей будутъ пропоршональны соотвфтетвующимь длинамъ, 
вначить ‘сумма этихъ притяженй будетъ ‘`пропорцюнальна сумм ‘этихь 
длинъ, т.-е; площади 4ТОК, продолженной до безконечности въ сторону ОК; 
Эта же площадь ‘(по извЪетнымъ ‘способамъ квадратуръ) обратно’ пропор- 
щональна С@”-3, слфловательно, и притяжене всего т$ла обратно а 
птонально этой величин®. 

Олучай 2. Вели же масса С' (фиг. 194) лежить внутри тФла, то отло- 
живъ ‘длину К, равную О@’ и проведя плоскость оКО, отефчемъ такую 
часть /С1оКО тфла, ограниченную параллельными плоскостями 1С.Г, оКО, 
которая на массу С притяженя не оказываеть, ибо дъйствя. противоно- 
ложныхь частей этого отсёченнаго тфла взаимно уравновфшиваются, слЪ- 
довательно, ‘масса С притягивается только т$ломъ, лежащимъ за плос- 
костью ОК, сила же этого притяженя, по доказанному для 1-го случая 
обратно иропорцюнальна СК", т:-е. О @"-3, ибо ба=ск. } 

Олъдетве 1. Поэтому если тЪло Г/М ограничено съ обфихъ сторонъ 
плоскостями Г: и УМ, ‘простирающимися до безконечности, то его притя- 
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жене найдется вычтя изъ полнаго притяжен!я неограниченнаго тфла //.КО, 
притяжен!я его части МКО. также простирающейся безконечно въ сто- 
рону КО. | 

Слъдсетве 2. Если притяжен1е этой второй части тфла по сравненю 
съ первой будетъ ничтожно мало и его отбросить, то притяжене первой 
части при увеличени разетоянйя будеть измфняться приблизительно про- 
порцюнально С@”-$. 

Слтдстве 3. Поэтому, если какое-либо конечное т%ло, ограниченное 
съ одной стороны плоскостью, притягиваеть частицу въ области близъ 
средины этой плоскости и разстоянйе отъ частицы до плоскости чрезвы- 
чайно мало по сравненшю съ разм$рами тфла, т$ло же это само состоитъ 
изъ одинаковыхъ частицъ, коихъ притяжене убываетъ пропорщонально. 
какой-либо степени разсетояв!я выше четвертой, то притяжене‘ всего тфла 
убываетъ пропорцюнально степени вышесказаннаго малаго разстояня на 
три единицы меньшей, нежели та степень, коей обратно пропорцюнально 
притяжен!е частицы. 

Это утверждеше не относится къ тфлу, коего частицы притягиваютъ 
` обратно пропорщонально кубу разстоян!я, ибо въ этомъ случа притяжеше 
упомянутой во. 2-мъ сл$детыи второй неограниченной части тфла безко- 
нечно больше притяжев1я первой его части ограниченной съ двухъ сторонъ. 


Поученйе. 


Если какое-либо тфло притягивается перпендикулярно данной плос- 
кости и требуется опредфлить его движене, когда законъ притяжен!я за- 
данъ, то задача рфшается, опредфляя (пр. ХХХХ) движене тфла, падаю- 
щаго прямо на эту плоскость и слагая (сл. 2 зак.) это движеше съ равно- 
м$рнымъ движенемъ, параллельнымъ этой плоскости. 

Наоборотъ, если требуется найти законъ притяжевшя къ плоскости 
по перпендикулярному къ ней направленно при услови, чтобы притяги- 
ваемое тфло двигалось по заданной кривой, то задача ршается, поступая 
подобно тому, какъ въ задачЪ 3-ей. 

Это послднее опредфлеше можетъ быть упрощено, разлагая ординаты 
въ сходящеся ряды. Такъ, если къ оси А подъ какимъ-либо угломъ про- 
водятся ординаты В, коихъ длины пропоршональны какой-либо степени 


9 


А» абециссъ и требуется опредфлить такую силу, направленную по орди- 
натамъ или въ сторону къ оси абсциссъ или въ сторону обратную, кото- 
рая заставила бы тЪ%ло двигаться по кривой, проходящей черезъ концы 
ординатъ, то положивъ, что абсцисса получаеть какое-либо весьма малое 


приращете а, разлагаемъ ординату (А+ а)" въ безконечный рядъ 


тт ии—2я 


т 
т 7? ЕД 5: 
А» в и и РР п т 


5949 = 


и принимаемъ, что сила пропорцональна тому члену, гдф « содержится 
во второй степени, т.-е. 


или, что то же 


Такъ, если ордината описываетъ параболу, то 
Е И ЕЛ 


и сила будетъ пропорпональна .В°, т.-е. постоянная. Подь дЪйствемъ по- 
стоянной силы т$ло описываетъ на самомъ дЪл$ параболу, какъ это до- 
казалъь еше Галилей. Если же ордината описываетъ гиперболу, то будетъ 


т —=0—1 и п=1 


и сила будетъ пропорцональна 24-8 или 253, слфдовательно, когда сила 
пропорцюнальна кубу ординаты, то т$ло будетъ двигаться по гиперболЪ "*5). 

Опуская подобнаго рода предложен!я перехожу къ другимъ, которыхъ | 
я еще не касался. 


126) Въ общемъ случа% уравнене траектор1и будетъ вида: 
х—= #==9(2) = $() 


предполагая, что ось у-ковъ взята такъ, чтобы движен!е происходило въ 
плоскости 25; сила, 7 


Не 


в == дет 


229" (%). 


9-Е... 


ОО 


и, слфдовательно, сила дЪйствительно пропорцюональна коефищенту при а? 
въ разложени функщи $(%-- а) по степенямъ «. Но зат$мъ надо выра- 
зить изъ уравневя 2 = (2) перемфнную х черезъ 2 и подставить въ вы- 
ражене $"(2). 
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ОТДЪЛЬ ХГУ. 


О движении весьма малыхъ тЪлъ подъ дЪйстнемъ 
центростремительныхъ силъ, направленньсхь къ от: 
дъльнымъ частицамъ весьма большого тЪла. 


Предложене ХСМ. Теорема ХЕМИ. 


Если дв% однородныя среды’ раздъляются пространствомь, заклю- 
ченнымь между двумя параллельными плоскостями и тьло, при пере- 
10дъ черезь это пространство, притяивается или побуждается к 
одной изь срединз перпендикулярно кз плоскости фаздьла, друиить оке 
силь вкз нему никакихь не приложено и если при этом притяжетще, 
при всякомз разстояи отз объихь плоскостей, одно и то. же и на- 
правлено вв ту же сторону, то синусь дла падешя на первую. 7.40С- 
кость находится вз_постоянноме отношении кь синусу дла выхода изв 
6710р0й. 

Случай 1. Пусть Аа, ВБ (фиг. 125) двЪ параллельныя плоскости и тфло 
падаетъ на первую плоскость по прямой СН и, въ продолжеше всего своего 
перехода черезъ промежуточное пространство, притягивается къ первой 
сред и подъ этимъ дЬйстНемъ описываеть кривую НУ и ВЫХОДИТЬ. по 
направлению‘ УК. Проводимъ къ плоскости выхода, перпендикуляръ «М, 
перескаюций продолжеве лии падешя ЯН въ М и плоскость паденя 
въ ПД. Пусть продолженная лин!я выхода’ К перес$кается съ продолжен- 
ной лин!ей паденя НМ въ Г. Изъ центра Г, радусомъ 1.7 опишемь 
кругъ, пересфкающий прямую НМ въ точк$ Ри 0 и продолжеше МУ въ 
точЕВ М. 

Полагая, что притяжеше дЪйствующее на частицу постоянно, то по 
доказанному Галилеемъ кривая НУ будетъ парабола, обладающая тёмъ 
свойствомъ,. что -произведене постояннато ея параметра на ‘длину М 
равно НМ? причемъ точкою 1, длина НМ раздЪляется пополамъ. Ноэтому, 
если изъ Г, опустить на 1/7 перпендикуляръ ГО, то М0 = ОЕ, если къ 
этимъ равнымъ приложить равныя ОМ и О., то и суммы ММ и “Е бу- 
дуть равны, а такъ какъ «ЛА постоянно, то и ИМ постоянная, слФдова- 
тельно отношеше произведешя ММ. М7 къ произведенио постояннаго 
параметра на М, т.-е. къ ЫМ? постоянное; но | 


‘м. у РМ. я МЕ — — РТл== МТА-— 1. 


ИМ? — ие: 


—= ОБТ = 
слфдовательно и отношен1е 
‚; СМТ? — ГЛ?) : МТ. 
постоянное, значитъ постоянно и отношеше 


Зы РЕ 

ИТР? т.-е.. и ИР > 
Но во всякомъ треугольник синусы угловъ пропорщональны сторонам, 
следовательно’ постоянно и отношене синуса, угла падетя МВ къ синусу 
угла выхода У 

Олучай 2. `Положимъ теперь, что точка переходитъ черезъ НЪеколько 
пространствъ ограниченныхъ ‘параллельными плоскостями АабВ (фиг. 126) 
ВбеС`и т. д. и что ‘она находится подъ дфйствемъ силы, которая въ 
каждомъ пространств постоянна, но въ разныхъ пространствахъ раз- 
личная. По выше доказанному синусъ угла паден!я на первую плоскость 
Аа находится въ постоянномъ отношени къ синусу угла выхода ИЗЪ 
второй плоскости, но этотъ синусъь есть, вм$стЪ съ тЪмъ, синусъ угла 
паденя на вторую плоскость В6 и находится въ постоянномъ отношени 
къ синусу угла выхода изъ третьей плоскости, этотъ же въ постоянномъ 
отношени къ синусу угла выхода изъ четвертой плоскости Да и т. д: 
до безконечности, слфдовательно по перемножен!и этихъ отноше полу- 
чится, что синусъ угла паден!я на первую плоскость находится въ по- 
стоянномъ отношени къ синусу угла выхода изъ поел$дней. 

Положимъ теперь, что промежутки между плоскостями уменьшаются, 
число же ихъ увеличивается до безконечности, такъ что законъ изм нен!я 
притяжен!я или напора можетъ быть сдфланъ какимъ-угодно непрерывно 
измвняющимся, то такъ какъ отношене синуса угла паден!я на первую 
плоскость къ синусу угла выхода изъ послфдней остается постояннымъ, 
то оно останется таковымъ и при всякомъ закон притяженйя **"). 


127) Это утверждеше можеть быть ‘провфрено весьма просто аналити- 
чески, какъ то показалъ Клэро. Въ самомъ дфлЪ, примемъ за ось 2-овъЪ 
нормаль къ плоскости раздфла срединъ-и за ось 2-овъ пересВчене этой 
плоскости съ плоскостью паденйя, пусть уголь падешя а, скорость па- 
дающей частицы 2, хи 2 ея координаты въ моментъ #, 1 глубина, посл 
которой притяжене частицы ничтожно мало, /(2) сила, притяжен1я въ раз- 
стояви 2. 


Уравнен!я движен!я частицы будуть. 
де 0; ===). даа мковавае  @) 
Начальныя условя при &=0: 
Оо —=0 
а, 6056. 


Изъ уравненй (1) одеть 


О 


Предложене ХСУ. Теорема ХЫХ. 


При тлььхь же предположенять я утверждаю, что скорость ча- 
стицы до паденя относится кз ея скорости посль выхода, какъ си- 


нусз ла выхода къ синусу. учла паденя. РЕ 

Возьмемъ АН = 4 (фиг. 126) и проведемъ перпендикуляры А@ и 
аК, перескаюпце лини паден!я и выхода @Н и УК вь Си К, шо @Н 
отложимъ ГН =К и опустимъ на плоскость Аа нормаль То. Разложимъ 
движене частицы на два: одно параллельно, другое перпендикулярно къ 
плоскостямъ Аа, В6... Сила притяжен!я или напора, дЪйствуя по напра- 
вленю этихъ перпендикуляровъ, не изм5няетъ движен!я по параллелямъ, 
поэтому частица проходитъ въ этомъ движении, въ равныя времена, равныя 
длины, какъ въ промежуткЪ$ между Аи Н, такъ и въ промежуткЪ между 
) и прямою АК, слфдовательно длины СН и УК описываются въ равныя 
времена, поэтому скорость до паденйя такъ относится къ скорости послЪ 
выхода какъ ЯН къ УК или къ ТН, т.-е. какь АН или А къ %Н, т.-е. 
(принимая за радусы ТН или УК какъ синусъ угла выхода къ синусу 
угла паденя).` 


ОЕ аи (2) 


и по закону живыхъ силъ: 
: 
аа и. [ 1()42 ра (9) 
0 


Пусть при 2 =й булеть о = и направлене движен!я составляетъ 
уголь а съ осью г. На-основайи уравнен!я (2) будетъ 


ОЕ нон. (4) 
по уравненшю же (3) | 
аи а а Е а) 
9 
Уравнен!е (4) даетъ 
о 


Изъ уравнен!я же (5) видно, что при постоянномъ % и величина Г 
постоянная, ибо она оть а, не вависитъ. Форм. (6) и выражаетъ законъ 
преломлен1я. х 
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Предложеше ХС. Теорема |. 


Предполилая то же, что и ранье и что скорость движеная 00 
паденя больше скорости посль таковало, утверокдаю, что можно на- 
столько увеличить наклонеше линди падендя, что частица будеть отра- 


жаться, причемь уюлъь отраженя. будеть равенъ лу падендя. 

Вообрази, что частица описываетъ, какъ и въ предыдущихъ слу- 
чаяхъ, между параллельными плоскостями Аа, БФ, (Сс... дуги параболь, 
пусть эти дуги суть НР, РО, ОВ (фиг. 1927). 

Положимъ, что наклонене ‘лини паден!я къ первой плоскости та- 
ково, что отношене синуса этого угла; къ’ радусу равно отношеню синуса 
этого угла къ синусу угла выхода изъ плоскости Ра въ пространетво 
раЕе, при такомъ услови синусъ угла выхода будетъ равенъ радусу и 
этоть уголъ будеть прямой, слБдовательно, лия выхода совпадетъ съ 
плоскостью Да. Пусть частица достигаеть этой плоскости въ В, такъ 
какъ лия выхода съ этою плоскостью совпадаетъ, то ясно, что частица 
не можетъ, проникнувъ далЪе;, перейти въ пространство РаЕе, не можеть 
она и продолжать двигаться по лини выхода Ва, ибо ‘на нее постоянно 
дЪйствуетъ сила въ сторону среды паден1я; поэтому частица будетъ дви- 
гаться въ обратную сторону, чфмъ прежде, т.-е. отъ плоскости Да къ Св, 
описывая дугу параболы @А49, вершина которой (по доказанному Гали- 
леемъ) находится въ ДВ, и которая пересфчеть плоскость Сс подъ та- 
кимъ же угломъ въ точкЪ 4, какъ и въ точкё 09. Продолжая зат$мъ свой 
путь по параболическимъ дугамъ ра, 0% и т. д. равнымъ и подобнымъ 
дугамъ ОР, РН и т. д., пересЪкая при этомъ въ точкахъ р, й,... прошя 
плоскости подъ т$ми же углами, какъ въ точкахъ Р, Н,... частица вый- 
деть съ такимъ же наклонешемъ въ 1, какое она имфла при паде- 
ви въ НЯ. 

Вообрази теперь, что разстояя между плоскостями Аа, ВФ, С6,... 
уменьшаются, и что число ихъ возрастаетъ до безконечности, такъ что 
законъ притяженя дфлается какимъ-угодно непрерывно изм$няющимея, — 
уголъ паден1я и уголъ выхода, оставаясь постоянно равными, останутся 
таковыми и при всякомъ закон притяжетя. 


Поучене. 


Отъ изложенныхъ выше движев! частицы подъ дЪйстемъ указан- 
ныхъ притяжев!й почти не отличаются, отражене и преломлене свфта, 
совершающееся въ постоянномъ отношени секансовъ, какъ это найдено 
Снеллусомз, слЪдовательно и въ постоянномъ отношени синусовъ, какъ 
это изложено Декартоме. Наблюденями многихъ астрономовъ доказано; что 
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свфтъ распространяется постепенно и достигаеть отъ солнца до земли 
приблизительно въ семь или въ восемь минутъ времени, какъ это слфдуетъ 
изъ явленй затменй спутниковь Юитера. Когда же лучи находятся въ 
воздух$ (какъ уже давно замфтилъ Гримальди, пропуская черезъ. отверстие 
свЪтъ въ темную комнату, что я и самъ пробовалъ), то при проход$ близъ 
угловъ тфлъ непрозрачныхъ или прозрачныхь (какъ, напр., около круглыхъ 
прямоугольныхь ‘ободковъ золотыхъ, серебряныхъ или мфдныхъ монеть 
или же около острыхъ, какъ у осколковъ камня или стекла) они заги- 
баются въ сторону. къ т$лу, какъ бы будучи къ нему притягиваемыми. 
Нри этомъ лучи ближайшие къ тфлу загибаются больше; какъ бы болЪе 
притягиваясь, что я самъ тщательно наблюдалъ. ТЪ же лучи, которые про 
ходятъ. въ ‘большемъ разстояни; загибаются` менфе ‘и въ еще ‘большемъ 
разетоян1и ‘затибаются даже чуть-чуть въ противоположную сторону; давая 
три. цвфтныхь полосы. Пусть на чертежЪ $ ‘представляетъ ребро какого- 
либо. лезыя или клина 45В и 90109, миф (фиг. 128), етйипе, `@ЯаА—лучи, 
изогнувиеся на величины дугъ 00, пит, пит, 151 къ лезвшю въ большей 
или меньшей ‘степени, сообразно разстоян!ю` до. лезвия. Такъ какъ`такое 
закруглете лучей происходитъ въ воздухЪ внф лезыя,. то и т№ лучи, ‘ко- 
торые падають на ножъ, должны сперва искривиться ранфе, ч$мъ достит- 
нуть ‘ножа. Въ такихъ же ‘услояхъ находятся и лучи, падаюпие“ на 
стекло, такъ что преломлене происходить не въ точкЪ паденя, а посбте- 
пенно непрерывнымъ искривлеемъ луча, происходящимъ частью: въ воз- 
духЪ, ране достижен!я стекла, частью (если не ошибаюсь) въ самомъ стеклЪ, 
посл проникновеня въ него, подобно лучамъ: с2с, 60, айха (фиг. 129), 
которые надаютъ въ”, 49, р и искривляются между биз тиу’ фи, 
какъ это и начерчено. Шо’ аналоги, между распространешемъ евзтовыхь 
лучей и движешемъ “весьма малыхъ тфлъ, я имВю въ виду изложить еще 
елфдуюцщия предложен!я, имфюция отношене къ оптикЪ, но совершенно не 
касаясь самой природы лучей (тБлесная ли она или нфтъ) и. совершенно 
` ея не обсуждая, а только находя пути т$ль подобные ходу лучей. 


Предложене ХСУИ. Задача’ ХЕМИ. 


Полиая, что синусь ла падешя на какую-либо. поверхность на- 
ходится в5 постоянном отношеви кз синуеу фла выхода и что 
искривлеще пути частицы близь поверхности происходить на столь 
короткомь промежуткт, что" 0 можно принять за точку, требуется 
опредълилть такую поверхность, которая заставила бы всь частицы, 
выгодящия посльдовательно изь задинной точки, собраться в друную 
очи также. заданную. : 


- Пусть 4 -(фиг. 130) есть. та точка, изъ А частицы  АОходаНСЯ, 
В та; въ которую-онф должны сойтись, СРЁ та кривая, которая. своимъ 
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обращенемъ около оси АВ описываетъ искомую поверхность, и Е двъЪ 
кавя-либо точки этой кривой, ЕЁ, ЕС перпендикуляры, опущенные на 
пути АД и ОВ частицы. . З 

Положимъ, что точка Г) приближается къ Е, тогда предфльное отно- 
шен!е длины ДЕ, на которую увеличивается: 40, къ. длин ОС, на 
которую уменьшается ДВ, будетъ равно отношеню синуса угла па- 
деня къ синусу угла выхода, которое. задано, значитъ, будетъ извЪетно 
отношен!е увеличеня длины АЛ къ уменьшеню длины ДОБ. Поэтому, 
если на оси АВ.взять гдЪ бы то нибыло точку С, черезъ которую’ должна, 
проходить искомая кривая и брать отрфзокъ СМ, представляющий увели- 
ченше длины. .40'. въ вышеупомянутомъ заданномъ отношени къ отрзку СМ, 
представляющему уменьшене длины ВО и изъ центровъ А и В. раду- 
сами АМ. и ВМ описывать два круга, пересекающихся въ 0, то эта 
точка Р и будетъ лежаль на искомой кривой СРЕ, слфдовательно, построе- 
не такихъ точекъ и послужитъ для опредфлен1я требуемой кривой. 

Олъдстве 1. Предполатая, что точка А или Б или удаляется въ без- 
конечность, или перемфщается, относительно С’ занимая разныя положевя, 
получимъ вс т кривыя, которыя изслфдованы Декартомь въ оптик$’и 
теометри по отношеню къ преломленйо свфта; но такъ какъ Декартъ 
скрылъ какимъ образомъ. онъ-ихъ изобрлъ, то въ этомъ предложени и 
имЪлось въ виду это показать, 

Сльдетве 2. Если частица, падающая_на какую-либо поверхность по 
прямой АЛ (фиг. 131), проводимой по какому-либо закону, выходитъ по 
какой-либо другой прямой ОК и изъ точки С провести кривыя СР и С9 
постоянно перпендикулярныя къ АД и ОК, то приращешя. длинъ РО, О, 
а, слБдовательно, и самыя длины РО и ©), образуемыя этими прираще- 
нями будуть относиться другъ къ другу какъ синусъ угла паденя къ 
синусу угла выхода и_обратно. 


Предложенге ХСУ. Задача ХЕМИ. 


Предпололая то же, что и прежде и что задана притязательная 
поверхность правильная или неправильная, описанная вокруз оси АЗ, 
требуется опредълить вторую поверхность ЕЁ, которая заставила, бы 
вс частицы, выходяция изъ А и пролодяиия черезз первую поверхность, 
собралться в заданную точку Б. 

Пусть прямая АВ (фиг. 132) перес$каетъ первую поверхность въ С, 
вторую въ Е, точка же О берется гдв бы то ни было. Положимъ, что’ 
отношеве синуса угла паденя на первую поверхность къ синусу угла 
выхода изъ нея и отношене синуса угла выхода изъ второй поверхности 
къ синусу угла падевя на нее равны отношению двухъ заданныхъ вели- 
чинъ М: №. Продолжи АВ до С такъ, чтобы было: 


ва:ОЕ=(М-- №: 


216 — 
и АР до Н такъ, чтобы было. 
АН- Аб 
и, наконецъ, ОЕ до К такъ, чтобы о | 
РК: РН=М: М, 


Соедини ВК и изъ центра О) радусомъь ОН опиши кругъ, перес%- 
кающий продолженную КВ въ Г и проведи параллельно ОГ, прямую ВЕ, 
точка Е опишетъ кривую ЕЁ, обращен!емъ которой около оси АВ и про- 
изведется искомая поверхность. 

Ибо вообрази, что кривыя СР, С® постоянно перпендикулярны къ 
литямъ 4) и ОЕ, кривыя же ЕВ и Е5 кь лишямъ ЕВ и ЕО, сл6до- 
вательно, 


95 = СЕ, 
то по сл. 2 пр. 97 будетъ; 
РОО М. М— ПГ: ОКЕВВ. ВК 
=(2Е— ЕВ): ЕР=(РН-— РР ЕВ: ЕО 


—(РН—РО—ЕВ: (Е0 — 092) 
—=(РН—ЕВ): ЕО. 


Но по равенствамъ: 


РИ-=Об 


95—08 
предыдущее отношен!е равно отношеню 


(СЕ-- Ва — ЕВ) : (СЕ ГЗ) 
А такъ какъ 
Ва: С(Е=(М-— М): М, 
то 
(СЕР ВД): С(Е=М: М, 
слфдовательно, 
РЕМ № 


и по сл. 2 пр. 97 поверхность ЕЁ заставляетъ частицу, падающую на нее 
по лии ДЕ, продолжать свой путь по РА въ точку В. 
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Поучене. 


По этому способу можно было бы перейти къ тремъ или ббльшему 
числу поверхностей, но для оптическихъ приложевй наиболЪе удобны сфе- 
рическля поверхности. Если бы составить объективы телескоповъ изъ двухъ 
стеколъ, ограниченныхь сферическими поверхностями, заполнивъ проме- 
жутокъ между ними водою, то, можеть быть, потрфшности преломления, 
образуюнияся на наружныхъ поверхностяхъ, были бы исправлены прелом- 
лешемъ воды съ. достаточною точностью. 

Таве объективы сл$дуетъ предпочесть эллиптическимъ или гипербо- 
лическимъ стекламъ не только потому, что ихъ легче изготовить, но и 
потому, что ими боле правильно преломляются пучки лучей, расположен- 
ные вн оси стеколъ. Однако, въ дЪйствительности различная преломляе- 
мость разныхъ лучей есть такое препятстве, всл$детв!е котораго въ оптик 
сферическими или иными стеклами можно: достичь лишь малаго совершен- 
ства и покуда не будутъ въ состояи исправить происходящихъ отъ этого 
погр5шностей, будетъ вполн$ безполезно затрачивать трудъ на исправле- 
не прочихъ погрфшностей. 


Примфчане 116. Къ предложеню ЕХУТ. 


Въ этомъ прим$чани мы приведемъ сперва `выводъ формулъ, выра- 
жающихь изм$фнен1я элементовъ эллиптическаго движен!я” планетъ, ибо 
эти формулы служатъ основаемъ для ученя о возмущен1яхъ луны и 
планетъ. 

$ 1. Тиссеранъ, излагая въ своей Небесной Механик$ Ньютонову тео- 
рю движен!я луны пишетъ: 

«Въ двадцали двухъ слфдетыяхь Т.ХУ1-го предложен1я Ньютонъ раз- 
бираетъ дЪйстве предыдущихъ силъ’по отношению къ производимымъ ими 
возмущен!ямъ тфла Р. Соображешя, которыми онъ руководствуется, весьма 
остроумны, но по сжатости изложетя за ними иногда трудно елФдить». 

«Въ превосходномъ мемуарЪ «ТНвоме хботеёаче аи тоцуетепе 4ез 
арве!ез 4ез р1ап&ез роиг зегу!г Фа4аНоп аих Рипс!рез ае Мем/оп (Оецугез +. У) 
Лагранжъ далъ изящное геометрическое доказательство дифференщальныхъ 
формулъ, полученныхъ имъ передъ т$мъ аналитически, для движеня афе- 
шевъ и измБнен!Й большой оси и эксцентриситета». 

«Гезраще [ТЬвопе звотеёаие 4е 1а уайаНоп 4ез 66теп 4е$ р!ап&{ез 
(Метоез$ 4е 1а босе 4ез З4епсез  рнузацез её МафагеЙез 4е Вогаеаих 
1867)] основываясь на’ лекшяхъ, читанныхъ въ 1856 въ СоПезе 4е Егапсе 
Бертраномъ и пользуясь раземотрёшемъ паръ, съумфль дать геометриче- 


«Изв ст я» Ник. Морской Академ. Е 17 
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свя доказательства формулъ, относящихся къ наклонности и долгот% узла, 
дополнивъ такимъ образомъ мемуаръ Лагранжа». 

«Изслфдовав!я Ньютона и его`послдователей по указанному пути 
вытекають теперь весьма просто изъ формулъ, выражающихъ производныя 
эллиптическихь‘элементовъ’ планеты въ зависимости отъ составляющихъ 
возмущающей‘ силы’ по радусу вектору (№т’5),- по перпендикуляру къ 
нему въ плоскобти’ Е ый т: и по ее. ЕЪ Со плос- 
кости‘ (Ви И и 

«Обозначивъ ‘черёзъ: а, ‘е,‘р,Ф, бы, в, тт, ши, большую 
полуось, ‘среднее. движеше; эксцентриситетъь, параметръ, наклонность, дол- 
тоту узла, долготу перигел1я, долготу эпохи, массу, радусъ векторъ, истин- 
ную аномалию, эксцентрическую аномалйо и, наконецъ, аргументъ широты 
возмущаемой планеты Р; черёзъ и” массу возмущающаго. тЪла 81 и а 
мая’ м т. ва одиницу, будемь имЪть таюя а. . 


Е ола Эт ^ р вы. ь 
ре тов У ея кы хЫ выняЗАРЫФ (И) 
т Е я И Я [еп кови + сов) 2.7) 
Ир а паТ" . а те : Е — (3) 
4% т а : 
| = Е - Ртсоз ее 
А) т 
4) 77 па 2:51 аа 
Уп ар = а, а = Итятт Е 5) 
уз та. Г | : = : Е г ‹ 
- т Вт [-— Асози 7 1 +” =) ти | + 
ие. Е | о а ый у 
| т ое а $20 атавчр) ланунЧос (6) 
Че 2т е? 
з ы Е Я Зуй 5 . Сар (т) 


1+1 е 


ыы  АВраВЬ т `показываетъ, что НыЮтону. было. Е: ‘выра- 
о 

жене "а как это обнаружилось по оставшимся посл него рукописямтъ, 

перешедшимъ `впоелдетьи къ лорду Портемуту и продолжаетЪ: «весьма 


40 ^ 4 
ЯЕоИТаЕ: Я скло- 


ненъ' полагать; ‘что’ онъзналь‘вс ‘формулы (1—7); но ‘что‘онъ’ предпочель, 
вифето того, чтобы. ихъ ‘опубликовать; вывести изъ нихъ большое число 
геометрическихъ предложен, `которыя онъ ‘получал, разсматривая всявй 
разъ лишь’ дфйстве; производимое одной ЗЪ О Е ЕЯ "бзегала. 
Тганё ае Мёсатаие ‘Сеезе #21. СВ: Ш. 270929 55 ‚5 55 7 

"ТВ же ‘формулы’ приводятся и въ: главЪ ххУш. тома Т,. ов ов 
ранъ говоритъ по поводу ихъ: «формулы (А) весьма! важны, въ особенности, 


вроятно, что. "Ньютону. были известны и выраженя 


= 959 — 


если желательно получить измфняюпияся значеня элементовъ при помощи 
«Механическихь квадратуръ». Ед 

Обыкновенно приведенныя выше по ‘иссерану формулы выводять 
изъ общей теор измфнен!я произвольныхъ постоянныхъ. Но эта теоря 
требуетъ для своего установлен1я' довольно. сложныхъ-выкладокъ и сообра- 
жен, ‘между тфмъ, вс эти: формулы можно вывести непосредственно 
основываясь: на, предложени-ХУП Ньютоновыхъ Началъ. Но прежде чёмъ 
привести этотъ выводъ, обратимъ вниман!е на слфдуюния слова Лагранжа 
ВЪ 8 2 его мемуара; `упомянутаго выше: «Если сочинене. Ньютона. и. не 
предлагаетъ точной теоми движеншя афелевъ, но-т®мъ не.менЪе. оно. содер- 
житъ ея зачатки и лишь трудность ея развит1я, можетъ быть, м$шала до 
<ихь поръ воспользоваться ‘ими: Они находятся въ предложеши ХУ первой 
книги; въ которомъ‘ показано-опредфлене элементовъ: коническаго -с$ченя, 
описываемаго тфломъ, брошеннымъ съ заданною скоростью по заданному 
направленю и подверженнымъ непрерывному дйств!ю центральной силы 
обратно пропорцюнальной квадратамъ разстоян!й. Въ’ третьемъ слБдотыи 
этого предложеня Ньютонъ-замфчаеть, что если тЪло движется по кони- 
ческому сфченш и какимъ-либо натискомъ будетъ отклонено отъ своей 
орбиты, то можно найти его новую орбиту, по ‘которой оно поелЪ того 
будетъ двигаться, присовокупивъ къ тому количеству движеня, которымъ 
тЪло уже обладало, то количество движешя, которое натискъ ему сообщилъ, 
ибо такимъ образомъ получится по величин$ и направлению то новое ко- 
личество движеня, съ которымъ т$ло покинетъ то Же - гдЪ на него 
подЪйствовальъ натиекъ». 

$ 2. Приведенное въ словахъ  ЛАГрАНАЕА, о 3 пр. ХУП и 60- 
держитъ всю теоршю измфнен!я элементовъ орбиты. Въ самомъ дЪлф, если 
натискъ внезапный и весьма малой продолжительноети, вродф удара, то 
онъ производить лишь Измнене количества движен1я тфла, ‘иначе ско- 
рости его, положене же тфла за время дЬйствя этого натиска не измт- 
нляется; значитъ, по этому прежнему положен! ю и новой скорости и най- 
дутся элементы‘ новой орбиты. : 

“< сли же натискъ, иначе говоря возмущающая сила, О посте- 
пенно ‘и непрерывно, ‘тои’ скорость измфняется ‘непрерывнымъ` образомъ. 
Если разсмотрфть то дЪйстве, которое произведетъ: возмущающая сила-въ 
продолжен!е безконечно малаго промежутка времени. 4, то скорость полу- 
читъ приращее, направлене коего совпадаеть съ направлетемъ силы и 
величина котораго пропорщюнальна напряжению силы и продолжительности 
ея дёйствя 4$ измЪненя же или приращен!я- координать т$ла, вызывае- 
мыя дЪйстыемъ этой возмущающей силы, будутъ пропорщюональны аР, 
т.е. будуть второю` порядка относительно ‘4. 

`СлБдовательно; ‘надо взять формулы эллиптическаго движен!я, при- 
дать приращене лишь скорости, члены ‘перваго порядка, въ полученныхъ 
приращеняхъ элементовъ по раздфлени на 4 и.дадутъ такъ называемыя 


ТИ 


— 260 — 


«измфнен!я эллиптическихъ элементовъ», Е въ небесной меха- 
ник$ приведенными выше: формулами (4). 

Остается теперь выполнить выкладки, о изъ приведеннаго 
выше указаея. 

Самъ Латранжь, излагая въ своей Мёсатачце Апа]убаие теорюо изм%- 
нен1я. произвольныхъ постоянныхъь и прилагая ее зат$мъ во П главЪ 
УП отдла къ измфненю. эллиптическихъ элементовъ планетъ, дфлаетъ_ 
вышеприведенное указане, но не, развивая вытекающато изъ него способа, 
получен1я требуемыхъ формулъ, онъ находитъ ихъ изъ общихь формулъ изм- 
нен!я‘ произвольныхъ постоянныхв, являющихся ТЕЗ общей теор и 
имъ данной. 

$ 3. Основныя формулы эллиптическаго движеня, которыя намъ по- 
надобятся, и которыя можно найти въ любомъ курсЪ ВоНОм, слЪ- 


дующя: 
ЕЕ ). 
"ар =... ИНтеграль И 
: НЕ = 
Е, (-;- == =) интегралъ живыхъ силъь 
2 2 
РЕ |-9и) = = е ге 
о ИУр=пау1— В 
ЗЕ вы } 
Е еб 1 - ес0$4% 


т = а(1 — ес0$%) 
751 —=а И 1 — 5пи 
"с0$ = а(с05 —е) 
и— езти= т -Н=— 6 } 


Пуеть м’ ееть масса возмущающаго тфла, обозначимъ, какъ уже ска- 
зано, составляющия. возмущающей силы (ускорен1я): по радусу вектора 
черезъ ри’5, по перпендикуляру къ нему. въ плоскости орбитъ черезъ и’ 7, 
и по перпендикуляру къ этой плоскости черезъ и’ И” и черезъ «, В, 1, 
проэкци или составляюция безконечно малаго изм$неня скорости, произ- 
водимыя этими силами въ продолжен!е безконечно-малаго промежутка вре- 


мени 4. Тогда будетъ: 
а— Г. т8ак НИ ее де И) 


Начнемъ съ нахожденя измфневй элементовъ, опредфляющихъ поло- 
жене плоскости орбиты, т.-е. долготы узла 6-и наклонности $. 

Если въ моментъ времени #— 4 тфло проходило. черезъ какую-либо 
точку Р, своей орбиты со скоростью \5, то, когда возмущающей силы 
нфтъ, оно приходить въ моментв & въ н$которую точку Р той же самой 
орбиты, обладая скоростью ТГ: Если опредФлять элементы орбиты по поло- 
женио Ри скорости Т, то получится та же самая начальная или невоз- 


? 
мущенная орбита. Но когда тфло подвержено дЪйств!ю возмущающей силы, 


= Е - 


то выйдя въ моментъ #— 4 изъ точку Р, съ тою же скоростью Из, оно 
придеть въ моментъ # въ нфкоторую точку Р, обладая въ ней скоростью Г.. 
Это новое положеше Р; и новая скорость У, и дадутъ элементы возму- 
щенной орбиты. Разность или приращен!я соотвфтствующихъ элементовъ 
этихь двухъ орбить по раздфленши на 4# представятъ производныя элемен- 
товъ по времени, которыя и требуется найти. 

Но разстояне РР, двухъ вышеупомянутыхъ положевй тфла Р вто- 
рого порядка относительно 4, разности же соотв$тствующихъ слагающихъ 
окоростей Г; и Г суть а, Ви 1, т.е. величины перваго порядка отноеи- 
тельно 4. Поэтому при разысканш производныхъ элементовъ можно раз- 
сматривать, что точки Р и Р, совпадаютъ, иначе, что положеше тфла Р 
не изм$нилось отъ дЪйствя возмущающей силы, но что тЪФло. обладаетъ 
ВЪ ЭТОЙ ТОЧЕЪ скороетью Т,, ‘коей составляющия отличаются отъ. состав- 
ляющихъ скорости Г на величины а, В, 1 

Сл$довательно, стоитъ только исчислить приращене каждаго элемента 
въ этомъ предположеши и раздфлить это приращене на 4$ частное и пред- 
ставить требуемое выражене измнен!я этого элемента. 

Положен!е плоскости возмущенной орбиты опредфляется направле- 
вемъ новой скорости и центромъ О главнаго тфла (фиг. 134). Такъ какъ 
положенше т$ла Р не изм$нилось (точнЪе говоря, такъ какъ измнен!я поло- 
женя тфла Р вызываемыя дъйствемь возмущелощей силы второго порядка 
относительно 4, то ррямая ОР есть перес5чеше этихъ двухъ плоскостей, 
пусть РН есть векторъ, представляюций скорость Г вь разсматриваемый 
моментъ въ невозмущенномъ движени, и, сл$довалельно, лежапий въ плос- 
кости ОРФО первоначальной орбиты; чтобы получить положенше ОРФО, новой 
орбиты (отбрасывая по прежнему члены второго порядка относительно @#) 
стоитъ только отложить длину НС==1 по’ перпендикуляру къ плоскости 
РОНО, плоскость о. проходящая черезь прямыя ОР и РС и есть 
требуемая. : 

Чтобы Е безконечно малый уголъ 6, составляемый ею съ 
плоскостью первоначальной орбиты, проведемъ плоскость РСА, перпенди- 
кулярную къ ребру ОР, и спроектируемъ прямую @Н на эту плоскость. 

Тогда будетъ: 
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Аб=Нв=1; ОР=т. та 
ибо Ср есть составляющая скорости т$ла р. по перпендикуляру ‘къ ра- 
дтусу вектору ОР. 

Но 


6 


слЪдовательно 


в предыдущая формула будетъ: 
ес: у анаотоя фзуноча ст 29 
Чтобы получить измфнев!я наклонности ф и долготы узла 6, обра- 
тимся ‘къ фиг. 133 и составивъ сферичесяй уголь о —_ нолучимь 
новый узель №, и новую наклонность ‘®,. й 


бери треугольникъ, и И дОСтаитЬ » ттебуеныя омбновня 
этихъ элементовъ. о Я 


Проводимь №К перпендикулярно. кЪ ‘ув, тогда: 
М == бивни, Р= Е бомР-- 69 бевкон: мал) бе СЕ 


причемъ. члены высшаго порядка и 
Но въ безконечно маломъ треугольник М№ММ,К а 


ХМ, ‚ пе =КМ,.. 
Но ММ = есть измёневше долготы узла, слёдовательно, будеть: 


„т: 


по . 49 = пт, = эту. 1 
и подставляя вм%сто 1 его величину /и’ И7аь получимъ по разд5леши на 4: 


то. т __ -7 УТ. 


Но по форм. (Е) имЪемъ: 


7 Е ТЯ ЕЕ: ня 
стр аж т е? 


слфдовательно будетъ: 


и’. па ы ь 
м. и Е о о (5) 


Это есть какъ разъ форм. (5) группы (А): 
Чтобы получить изм$нене наклонности, возъмемъ о РММ, 
и пусть п 


ь 9 _ 
Уф -др = 


Г. о 
тогда будеть: 


ГРММ, =$; РММ=к=%; МРМ, =8; МРЕТ 
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сл$довательно 
05, ==С0$$С0$6 — Зпфзшд . с0$У. 
Но 
В, $116 =6 . 
и значить | 
а с053 ор — п. Фа а. соз 1. 


я 


Замфнивъ 0 и [ ихь величинами, получимь по Е: на а. 


2 т 
МЕТ ее 
1- 


это есть форм. (4) группы (А). 

Отсюда видно, что для вывода этихъ формуль достаточно самыхъ 
простыхъ и элементарныхъ соображенйй. 

$ 4. Величина и видь эллипса въ плоскости орбиты опредфляются 
элементами а и е, т.-е. больышою полуосью и экецентриситетомъ, отъ 
этихъ же элементовъ зависитъ и параметръ орбиты р... 

Нормальная составляющая у изм$нен!я скорости вызываетъ лишь 
измфнен1я плоскости орбиты и не сказывается: на ея вид и величинЪ, 
поэтому придется разсматривать лишь вмяше ‘измфненй скорости обозна- 
ченныхъ черезъ х и В именно: 


= ИтсовХ. . . онновенол а 


а — {т 6 

В — {т Та 
по направленю радтуса вектора и по направлению КЪ ге Е. 
лярному. 


`Обовначимъ черезъ о, и ®, проекщи Чао скорости на эти 
направлевя, т.-е. 


а ау 
т @ 
и — 
Ат. = 
Ее Г 
Ихъ измфненныя величины будут: 
—в > аи о, В 
и пусть 
а, =а-- аа 


новая большая полуось. {1}. - 


— 264 = 
Уравнене живыхъ силъ даетъ: 


7? = 2 Ро. ТР» (Е — >) 


а 


ро а), № (в) 


@1 


ибо радтусъ векторъ 7, какъ уже сказано, отъ дЪфйствыя возмущающихъь 
силъ претерп$ваеть лишь изм$нен!я второго порядка и, сл5довательно, 
долженъ считаться постояннымъ. 

Разность этихъ уравнен! даетъ: 


Эра, = Дь. 99 


слЪдовательно: 


й ва т [8% —- Ть,] 4, 


а? 
Но по формуламъ (Е) 


Е 50: 72а 661%. с 
ФФ, — — 5. — ‚1. 
р `@ р 7 


такимъ образомъ будетъ: 


я : ь 
Ча 528 Ра . обзтие 7] 


аг р. и. 
но 
= 
и 
ее ма 
р и ЕЙ 
слфдовательно: 
а: Эти па 
т [беби 1] и 


Это есть формула (1) группы (А). 
Затмъ имфемъ: 


с=Ув.У№=о 
для а о. орбиты будетъ; 
с => И? В+ 
причемъ - : 


Такимъ образомъ 


ув. >= -УР=И. ув» 
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но 
В = ри’ 7 
и = 
ее па 
У и, 
слЖдовательно: 
а ит, а) 


Это есть формула (3) группа (А). 
Большая полуось, параметрь и эксцентриситетъ связаны соотно- 
шен!емъ: 


р==а(1 —е*) 
значитъ будетъ: 
Ве ее 92 
аа ар _ 
и зам$нивъ И ‘ар ИхЪ величинами (1) и (3) получимъ: 
ав 
а = = па?у1—е [зто Е Т(сози-Ё соз10)] . . . (2) 


Это есть формула (2) группы (А). 
_8 5. Направлене болыной оси орбиты въ ея плоскости опредФляется 
долготою перигеля ®. а 
ыы къ фиг. 1338 имЪемт: 


-.- мМ- МР —_ 
М М Р=о-Ри,, 
° елфдовательно: ы 
(&№М, —%№) 1 (МР— МР) = (®, —®)-Р (и, — 4) = ао -Р а, 
но Е } 


Ма == ММ 
ХР, — МР=— как — №№, с0$Ф = — с05$. 8 


значитъ будетъ: 
оао 95.0... .. ые: 
Но по фот. (Е): 
1-Е есо$ = — 
и такъ какъ радусъ векторъ. не изм$няется, то 


и _ 1 а ае 
ЧЕ А ар 


_ — 6512 С0$ 20. 


Подетавляя вм$ето и — ихъ величины (3) и (2) получимъ: 


:_- 90 т’ == : 
ет тт па?у1 —е@ — 60503 — 052). Г— 951403]. 


Но по форм. Е 


Е 2 ЕЕ 
сои = (1— = 1 1--есозю — 1-е е+ со 


в в 1566030 — 1+ е60840? 
сл$довательно: 


ес05 == 605 


2— 60520 = с08иС05 —=1 ЗП — 
Е 1 -- ее0$0 


== т р т т а эп? -- =] 


такимъ образомъ: 


аш 


еар = а па? Е. [-- Эсоз --Т(1 НЕ пи | 


послф чего фор. и даетъ: 


рН — — ВЕ тя внут |-- 5созю +1 -- мт | (6) 


Это есть фор. (6) трупы (А). ы 

$ 6. Положее планеты Р на ея орбитв - опредёляется _ для. любого 
момента времени когда извфстна средняя долгота для начальнаго мо-_ 
мента или, какъ ее называютъ долгота эпохи е, ‘при помощи Кеплерова 
уравнен:я 


а о ЗОВ) 


Во всЪхъ формулахъ, относящихся къ возмущенному движен!ю, вели- 
чина е входить всегда въ состав количества #--е, поэтому изм$нен!е 
всего этого количества относится на измфнен!е е, величина же 7ё почи- 
тается неизмняющейся. Поэтому ‘въ уравнени (*) при его дифференци- 
рованйи будемъ *ё считать постояннымъ и тогда будетъ: 


4е = аи -| 4 — есозиди — эти. @. .. о. (%) 


Но мы видЪфли, что От 
4 = 2$? > @—4% .... Е а) 
Уравнене = 
2056 == а(с08и=е) 55. Ба зав дне и 
даетъ 


— изо == (сози-—е)4а = азтиди — аае, 


== 


но 


ИГ: азии ЕТ, 


елфдовательно: 


аи —Ут—е?аю р 4 1 


$11 % а 511% 


подставивъ вм$сто 4 его величину, имЪемъ: 


и а —е аа 1 
аи ав =2У1—е?5т? >. 40 + Е ие — 4е 

2. 1 Е. ева 81% а Ши 
Обозначимъ для сокращеня” письма’ первые ‘два члена въ правой части 
этого уравнен1я т А, а. оно напишется такъ: 


м А 605% аа _ 1 ее 


ши а 311 4 
По фор. (Е) имбемъ: . 
Г. 2 з 
— = 1 — 6еС0$% 
я: а й 
отсюда: ^ 
и $ а 
а. 
Ши азши а 
слфдовательно: 
т - 1603?  в0ози `а4 
О о 
ы > ВиО Кава @а ШТ: а 


и уравнение (**) будеть: 


& А а к аа а ви +; со пи 6 


азшее: З5ПИа и 
ие даа ст659 ие 


- азия а #3а Е 


ПОдОТаВИВЬ ‘выЪсто @а и 4е ихьъ-величины (1) и (2), получим: 


т ы я : р = т(сози = с08 И 
де т р т ма - п - ео 26 3 ит. а. т. 
ий ‚И Е 1—8 зто —- 7(с05 -|- с08 и). 


Е т _З%. 


ен во второй части члены, содержалие би т такъ, чтобы было. 


ЧЕ Ч: т пал А-В 
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тогда 
10 "0510 — 21 а(1—е? 
р езт (совр -- 05) Ут 223140 — е(созир ВЕ с05и) — (1 Ее 
ИЕ азти 914 т 
> 
—=ес0$6 — ес0$ — 1 —еС050 = — Е 
$ Е —5 Е 
== (с0$4%0 Е 0$) [2 — И] == 
тау 1 — е? 

слфдовательно: 


= 
Подставивъ вместо А его величину и раздфливъ на имфемъ: 


еЕ ЕЕ г в 
а" —_ Ноут т а (7) 


Это есть формула (7) группы (А). 

Такимъ образомъ вс формулы группы (А) могутъ быть выведены 
весьма просто, прямымъ и непосредственнымъ образомъ, на основанйи ука- 
ваня Ньютона, совершенно незазисимо отъ общей теорй1и измфнев!я про- 
извольныхъ постоянныхъ. ВмЪстф съ тЪмъ выводъ этотъ требуетъ нахо- 
жден!я приращешй или дифференцирован1я лишь самыхъ простыхъ функщй 
и примфненя такихъ правилъ, которыя вс имфются въ Мефодиз$ Ешх!- 
пит, поэтому надо думать, что Тиссеранъ былъ вполнЪ правъ, утверждая, 
что Ньютону эти формулы были извЪфетны. 

$ 7. Получивъ такимъ образомъ вс формулы, даюпия изм$нен!я 
эллиптическихъь элементовъ въ зависимости отъ проекшй возмущающей 
силы, можно сдфлать и дальнфипий шагъ, введя вм$сто ©, Ги И’ произ- 
водныя такъ называемой пертурбацонной функши В, черезъ которыя эти 
силы выражаются. 

Положимъ сперва, что возмущающее тфло ТОлько одно, масса, его, 
масса возмущаемаго тфла п и главнаго т$ла 1. 

Какъ извфстно, проекши возмущающей силы на оси кооридинать вы- 
28 ов дв 
0%? 99? 2 
щи. по соотвтствующимъ координатамъ возмущаемаго т$ла. 

Пусть 2,, и, 2, суть координаты. возмущающаго тфла, х, у, 2—в0з- 
мущеннаго и начало О находится въ центр® главнаго т$ла, тогда полагая: 


Е у? 22, о а оу? а, | 
и Е |. 
будемъ имфть 0 
ее. даа Ул -- 22: | 
В — . Ее : = 
мае 


В 


ражаются частными производными пертурбацонной функ- 
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Поелф этихъ предварительныхъ замфчан!й обратимся опять къ Небес- 
ной Механик$ Тиссерана и возьмемъ изъ нея сл5дующее м%ето главы ХХУП 
тома Г. 

«По теорем проекщй воспользовавшись формулами сферической три- 
гонометр!и, будемъ имЪть: 


т 08 ее ] 

О —5[с0$1с0$6 — $11 $10с0$$] = 
— 7[— 51 У с0$6 — с0$ "5116с0$%] —— И’зт05тф 

к Е = 5[с0$ Уз 0 | $1 с0$0с0$$] -Е (О 
= Т|-— зпТУ 6 -[ с05№с056с0$$Ф] — Исо$05то 


[тт = — Эзш У зто Е 705 Узто = И’созФ | 
тдБ черезъ У обозначено угловое разстояне планеты до ея восходаящаго 
узла, т.-е. аргументъ широты. 

Пусть с есть который- ВИО изъ эллиптическихъ элементовъ, то 
будетъ 


8 ов %ов и 0 д (2) 
09.5 -10%:*:д8 ду. :- 05, бледных НОО 26 
0% 0) 08 Е 
Величины производныхь 5, 5.’ ‘о„ Найдутся по формуламъ эллипти 


ческаго движен!я, а именно: 


д == г(с0$№с0$0 — $т 5119с0$9) \ 
у = ^(соз Уп 6 + 50586089) 
& = тт Тзто 


ев. 
У =о Ею | аз) 
и — езти = -Не— | 
о Е тя р 
т = а(1 —ес0$и) = ЕЕ | 
1 2 - 
8 = 12 э\ ) 


Производныя по ф вычисляются безъ всякихъ затруднен; по отно- 
щен къ производнымъ по 6 необходимо замфтить, что @ входить въ фор- 
мулы и явно, и не явно при посредств величины У, зат$мъ 

ЕО 
0% 0. О 


Наконець, производныя по а, е, < легко получаются замфтивтъ, что будетъ: 


р т де а 
д! те О она —— = —= 511), 


9’ в ео 


ду де _ 2-Е е60и 0. вузе 
Ре ее а 


— 8) = 


Мы не измфняемъ @ въ выражен Е но мы г предполагаемт, 
что вЪ формулы вводится т. паЁ вмЪФето 7. 


: Е ь О: 0 0 
„Найдя на. основати такого вычислен!я ОИ 5 получимъ на 


основанйи формулъ (11) и (12) производныя т. 
Посл простыхъ приведевй получатся сл5дующе результаты: - 


ов тей В 
а 
В. ЕЙ И’» У. 
— = из т ВЕ совы 75110 
Е о ве мт е. Ут т. йо 
рт® Е де рев? 
г т Иа сот 
аа ке 
ИИ до ое ре ` ‚+ а } 


Изъ этой выписки - видно, что я полученя в. (С) достаточно 
непосредственныхь дифференцирован и простыхъ постановокъ. 

$ 8. Чтобы получить’ формулы (А) Тиссеранъ поцетавляеть значен!я 
производныхъ, даваемыхъ формулами (С) въ..обиия формулы нзм$ненй 
элементовъ, получаемыя на основании общей теорли. 

Мы же будемъ сл$доватль какъ разъ обратному пути, такъ какъ группа, 
формуль (А) нами выведена‘ непосредственно; то стоитъ изъ формулъ (С), 
получаемыхъ, какъ видно, также независимо отъ общей теори измнен!я 
произвольныхъ постоянныхъ, найти выраженя 5, 7, И’ черезъ производныя 
пертурбацюнной функщи В и подставить въ формулы (А), то мы и полу- 
чимъ ту общую грунцу. формуль, установлен!е которой и требуется. 

Обративъ. вниман!е на составъ, формулъ (А). и (С) не трудно зам$- 
тить, что величины 5, Ти Т' входять въ об группы одинаковыми между 
собою сочетаями, поэтому изъ формулъ (С) надо непосредственно нахо- 
дить требуемыя сочетая, ‘которыя и подставлять въ формулы (А). ` 

Такъ т 9 и. (©) ть непосредственно: 


с Гр 1 _ 98 
а - 
бет -| НЕА Е 


что по; подстановк®-въ ‘форм. (1) труппы (А( въ силу соотношевя” 35 


Катя та. . — о Ы] 


даеть: 


== 271 — 


Формула, (2) группы (С) даеть ^: 


тэ — 98 
ту 0$ 


что по подстановкВ въ формулу (5) группы (А) на основанйи того же со- 
отношен1я (*) даетъ 


а о: 
+ и 
а па? 1 — езте 


Формула (4) группы (А) содержить величину И’тсозТ; въ групи (С) 
эта величина содержится въ уравнен!яхъ (5) и (6) совыф отно съ Ти. 
Исключивъ 7 изъ уравненйй (5) и (6) и 


ею = чаво 
И’тсо$ № —_—— Ри зто 99 ты - 5 5) до Е де ) 


посл чего подстановка въ форм. ® труппы (А) даетъ: 


2 : : Е 
ее ге ЙА) р. 
в пазИ те 99 9 [п пу 1— ев \ 9% ги 
ЗамЪтивъ, что г ъ 5 


2-Е е6080 ^__ А + 
Е ет 2. с оне 


т . 


58 
р 


можно формулу ® а т (©) нацивать ‘такт: 


а. Е, а. 
т = сов Е (ЕЕ г). . (53°) 


порт ‘Чего уравнете (6) труппы (А) обраРИя въ слфдующее: 
до == , 98 ] а 48. 
ар = Е и а, 


Замнивъ т его величиною 61 получимъ 


^^ = 
№ _ Ут 64.48 И. 
Я Е де и. _ 9% -—* 


` ао 
Стоить. только - ВЪ ‚формулу @) труппы (А) значен1я Е и 
а и выращеше ^" 
а р 


ЕО ГА 
Е 


— 972 — 


и замфнить [.(1--7) черезъ и?а?, чтобы получить ‘формулу: ки 


$ АВЕ 
9 0 р Рите 1-УИ1—@ 98 
Я == п@ да ИТ 2 03 р а?е ПЕ 
Подставляя величину 
1 98 дв 
= и’ тт (д. Е 0: ) 
въ уравнеше (3) группы (А) даетъ: 
аИр 1 Е 8] 
Пе 5 3 | до д= 
или иначе: 
р__ 21-е И: 
Е па до Е Е 


и 

Остается еще найти —: Но мы имфемъ 
р=а(1 —е') 

взявъ логариемическую производную имЪемъ: 


аа Ра 1 
1-е &% та \ р &° 


ар 


& & 


9). 


(20) 


(21) 


Подставивъ вмЪето 44 п 4 ихь величины (15): и (21) получимъ: 


4 _— Е И 1—УИ1—е08в 


ше в Ея п яве: (98 


Такимъ образомъ мы получаемъ слдующую группу формулъ: 


[а 9708 
а: НИ, 
а а „д 
шт и - р. 
де - ет ов | Ут-еов 
= зУ1—е 9% па?е де 
Че И!—едЕв Ут 2 те 98 
(В) { % мае № : пале де 
: 8+ : Е 
в — Ех #. 
—. па? Ут -езше 90 прут 9о 0: 
м: а 
о а 
Ч па 04 п У1—е 9$ па?е де 


@р _ Ут Е 
= — : 


р. па 


. (22) 


(15) 


. @6) 


@8) 


(22) 


(17) 


а) 


(21) 


273 — 


Эта группа формулъ приведенная на, стр. 190 т. Т Небесной Меха- 
ники Тиссерана составляетъ заключительный выводъ главы ХТ этого тома 
и служить основаемъ для всей теор1и возмущеннаго движен1я планетъ 
по методЪ измфнеюя постоянныхъ произвольныхъ, изложению которой и 
посвященъ весь этотъ томъ. 

Достаточно обратить внимае на то, что В есть линейная и одно- 


и 


родная функщя массъ м, т”, ... возмущающихъь тфлъ, именно: 


В=У йт, [ ь — жж | 


г; 
тлЪ 
р? — (2 — 24)* Е (у— 9.)* - (2—2)? 


прай у --аг 


такъ же какъ и полныя составляюцая возмущающихь силъ, чтобы видЪть, 
что формулы (В) совершенно обиля, т.-е., что он имфютъ мЪ%ето при лю- 
бомъ числф возмущающихь т5лъ. 

Изъ этого примфчаня, нарочно изложеннаго съ такою подробностью 
видно то значенйе, которое имфеть сл$детые 3 предложеня ХУП для Не- 
бесной Механики, вмЪстЪ съ тфмъ стоитъ только сравнить выводъ фор- 
мулы (А) и зат$мъ (В), данный здЪсь, слфдуя истинному смыслу словъ 
Ньютона, съ выводомъ этихъ формулъ на основанйи общей теорйи измЪфне- 
ня произвольныхъ постояннымъ въ МеханикЪ Тиссерана или въ т. 1 
Аппа!ез 4е ГОБзегуаю!е ае Раг!5 раг Ц. 1. [е Уегмег, гдЪ этоть выводъ, 
опуская вс простыя и промежуточныя выкладки, занимаеть 22 страницы 
мелкой печати большого т 4°, чтобы еще болфе убфдиться въ пользВ изуче- 
ня Ньютоновыхъ «Началъ» при изучени даже и современной Небесной 
Механики. 

$ 9. Приведемъ теперь выраженя силъ 6, Ги И’. Примемъ за плос- 
кость 2 плоскость орбиты т$ла Р и пусть массы этихъ тфлъ суть: глав- 
наго тфла Т... М, твлаР.., т и возмущающаго тБла 5... т; обозна- 
чимъ соотвфтетвенно разстоянйя. 


ТР", 18=1, Р8=р. 


Тогда можно разсматривать, что отъ взаимнаго притяженя на эти 
тфла дЪйствують соотвЪтственно силы, сообщающия имъ слфдуюния уско- 
ренйя: | 


И Е | и по 15 и = по 
1 

лу ю... — по БТ и г по БР 
1 

лу В... — ш РРи т по РБ 


«ИзвЪстя» Ник. Морской Академит. 18 


—= 2174 —= 


причемъ порядокъ буквъ, напр., 75 указываетъ, что ускорене направлено 
по прямой 15 оть 7 кь 5, а ©Т означаетъ, что ускорете направлено по 
той же прямой оть 8 къ Г. 
Но движене разсматриваемаго тфла Р относится къ тфлу ТГ, прини- 
маемому за неподвижное, слфдовательно, надо къ прочимъ двумъ тфламъ 
приложить так1я силы, которыя сообщали бы имъ ускореня равныя и 
противоположныя ускореню тфла 7; такимъ образомъ къ тфлу Р надо еще 


7% 77% 5 
приложить ускорительныя силы; = по РГи _ по направленно па- 


1 
раллельному Ю.Т, такимъ образомъ на т$ло Р будутъ дЪйствовать сл$дую- 
ия ускорительныя силы: 


1 2 


В по РТ 


= — параллельно 5.7 


Ч = т по Р5 


и на тфло в слфдующйя силы: 


РИ а 


7. 


Р,— параллельно Р.Г 


Р.—= 1 п БР. 
р 
Такъ какъ имфется въ виду разсматривать движене тЪла Р, то и разбе- 
ремъ силы на него дёйствуюцщия. 

Сила №,, направленная къ принятому за неподвижное тфлу Ти 
обратно пропорщональная квадрату разстоянйя до него даеть невозмущен- 
ное эллиптическое движене. Возмущаюнщия силы суть /', и №, ихь и вадо 
разложить по вышеприведеннымъ тремъ направлен1ямъ. 

Для этого опуетимъ изъ точки 5 на плоскость орбиты тфла Р пер- 
пендикуляръ 5.7 и изъ точки «/ перпендикуляръ / Е на ращусъ векторъ ГР, 
тогда сила Г, разлатаетея на слфдующя три: 


РН НУ - 4 
а. 
и сила К, на слБдующия три: 
ТН НУ «75 
—Н,. ——. —,. =) —,. я 
такимъ образомъ будетъ: = 
т РН ля ГВН ТН 
ри в А . => ‚.—— = И | 08 ЕЕ. =! 
РтТ == ри | .НУ 
пар 7: 


Пи! 7 = фи | 5 — — 


слЪдовательно: 
РЕ ТН ТН—г ТН 1 АЕ т. 
ег о (2 Е ==) ТН — ре 
1 1 
о 


— (+=) 905 


3 Е 
р т: 


Условившись означать черезъ Х и ^, долготу тфла Р и тфла 5 ечи- 
таемую въ плоскости орбиты тфла Р и черезь В — широту тфла 5 отъ 
той же плоскости, будемъ имЪть: 


ТН =", со5Всоз(^, —^) 
НУ == т, созВэт (\, —^) 
+78 == г, п В 


такимъ образомъ будеть 


03 т 


1 1 - : 
т и со$Взт(^, — ^) 


т 1 - 
М [= — о тв 


5=—^ + ( т т ),созВ соз (д, —^) | 
те. 


) 


Предложене [.ХУ1, какъ указано Ньютономъ въ предислови, имфетъ 
въ виду приложен!я къ теори луны, поэтому для общатго обозрн1я глав- 
нфйшихь неравенствъ онъ сперва пренебрегаеть наклонешемъ лунной 
орбиты къ элиптикЪ, т.-е. полагаетъь въ фор. (28) с05В =1 тогда будетъ: 


7 л 2 
р =, — Вии, с05(^, №) 72 = ^,? [ —2 ы с05(^, — - = | 
1. 


те 1 
вмЪстБ съ т$мъ отношевше —- составляетъ около др, поэтому, если пре- 
5 


небречь квадратами и высшими степенями этой величины, то можно въ 
первомъ приближеи взять: 


ри, Е 3” со, — | 
1 
и тогда будетъ 


ч 7 Е 3х аа в 
© —— = [= 7050, Е ^) = уз |710, Я ^), 


18* 


— 276 — 


И = а 
= 3 [5 бЕР. с0$2(), — ^ 
о 
НЕ 
Т= 5. у=9п2(), — 1) | 

Эти величины при подстановкВ въ формулы труппы (А), а также и 
при непосредственномъ разсмотр$и дьйствЯ\ силъ ими представляемыхъ 
на т%ло Р въ значительной степени облегчаютъ пониман!е высказываемыхъ 


въ слёдетвяхъ предложешя ГХУ! утвержденйй. 


Де 3, К прим. 34,. 14.8 
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